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一 一 


《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数 学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 蔡 话 会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


Е 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


作者 的 中 译本 序 


本 书 俄 文 版 出 版 于 三 十 年 前 , 此 后 奇异 摄 动 理论 中 出 现 的 新 结果 由 作者 介绍 在 
后 来 的 其 他 书 中 . 但 是 该 书 的 重要 特点 是 证 明 的 推导 十 分 详细 . 对 于 希望 进入 奇异 
摄 动 领域 和 已 经 在 该 领域 工作 的 人 们 来 说 , 这 是 一 本 不 可 多 得 的 好 教材 . 在 后 面 我 
们 再 出 版 的 几 本 著作 中 , 由 于 新 内 容 的 出 现 而 涉及 面 较 广 , 只 能 做 综述 性 的 介绍 . 

该 书 翻译 工作 的 组 织 者 是 倪 明 康 教授 , 他 在 年 青 时 代 就 对 奇异 摄 动 理论 产生 了 
浓厚 的 兴趣 , 并 在 很 大 程度 上 掌握 了 俄语 , 以 后 又 在 俄罗斯 工作 了 近 十 年 , 完成 了 博 
士 论文 的 答辩 , 并 在 多 所 大 学 任教 , 因此 他 无 论 是 在 数学 的 研究 方面 还 是 在 用 俄语 
在 数学 的 教学 上 都 达到 了 很 高 的 水 平 . 本 书 的 译 者 林 武 忠 教授 具有 相当 好 的 俄语 翻 
译 能 力 和 较 高 的 奇异 报 动 理论 知识 造 齐 . 

所 以 我 们 深信 本 书 的 翻译 是 准确 和 规范 的 . 勿 庸 置疑 , 该 中 译本 的 出 版 对 从 事 
渐 近 方法 , 特别 是 奇异 摄 动 理论 的 中 国 年 青学 者 会 有 很 大 的 帮助 ,因为 目前 该 领域 
无 论 是 在 理论 层面 还 是 在 各 种 实际 问题 的 应 用 层面 都 在 迅猛 发 展 . 

作者 圳 心地 感谢 倪 明 康 教 授 和 林 武 忠 教授 翻译 本 书 . 
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在 近 二 十 五 年 来 , 许多 从 事 微分 方程 渐 近 方法 的 同行 越 来 越 关注 于 最 高 阶 导数 
前 含有 小 参数 的 微分 方程 , 这 种 兴趣 来 自 于 自动 控制 理论 、 非 线 性 振动 理论 、 量 子 力 
学 、 气 体 动力 学 和 一 般 动 力学 等 学 科 迅 猛 发 展 的 实际 需要 , 在 这 些 领域 中 遇 到 了 类 
型 相似 的 微分 方程 . 

构造 这 类 方程 解 的 渐 近 展开 式 是 很 困难 的 , 而 运用 通常 “经 典 ” 方式 对 与 其 有 关 
的 小 参数 进行 寡 级 数 展开 也 是 不 可 能 的 ; 这 是 因为 如 果 这 时 令 小 参数 为 零 的 话 , 方 
程 的 阶 数 就 会 降低 , 因此 所 得 退化 问题 的 解 一 般 不 满足 所 有 的 定 解 条 件 . 正 因 如 此 ， 
这 类 摄 动 就 称 为 奇异 摄 动 问题 . 


近年 来 有 关 奇 异 摄 动 问题 的 研究 十 分 广泛 , 也 提出 了 解决 这 些 问题 各 种 各 样 的 
方法 , 但 是 直到 最 近 都 没有 一 本 完全 致力 于 阐述 这 类 问题 的 专著 . 有 关 奇 异 摄 动 理论 
的 材料 基本 上 都 包含 在 论文 中 . 这 时 必然 缺少 统一 的 方式 和 过 于 简单 的 陈述 , 这 就 
给 无 论 是 希望 了 解 这 方面 问题 的 数学 工作 者 , 还 是 从 事 于 实际 问题 的 人 们 都 造成 很 
大 的 困难 . 即使 阅读 一 系列 综合 评述 报告 , 例如 [16, 10], 甚至 如 瓦 佐 夫 (B. Вазов) 
的 译 著 [12] 中 的 第 十 章 也 无 法 弥补 这 个 空白 点 . 

正 像 说 过 那样 , 关于 奇异 摄 动 理论 的 材料 , 按 其 问题 的 特点 和 方法 , 是 各 种 各 样 
的 ; 要 把 这 些 都 写 人 一 本 篇 幅 不 是 很 大 的 书 中 是 不 可 能 的 . 所 以 , 我 们 在 这 本 专著 中 
给 自己 提出 的 目标 是 在 一 定 程度 上 只 详细 介绍 奇异 摄 动 理论 中 的 一 种 对 非 线 性 方程 
组 已 仔细 研究 过 的 方法 ， 即 所 谓 的 边界 层 函数 法 ， 以 及 关于 用 这 个 方法 最 适合 解决 
的 那些 问题 , 其 中 除了 微分 方程 问题 之 外 , 还 有 关于 积分 -微分 方程 和 含 小 滞 量 的 微 
分 -差分 方程 问题 . 

本 书 的 内 容 是 以 作者 及 其 学 生 们 和 同事 们 的 研究 工作 为 基础 写成 的 . 首先 是 从 
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全 面 提出 奇异 摄 动 问题 和 从 介绍 奇异 摄 动 理论 最 基本 的 定理 之 一 , 即 吉 洪 诺 夫 (A. 
Н. Тихнов) 极限 定理 , 进行 讲述 . 其 后 顺序 研究 了 常 微分 方程 初 值 问题 的 渐 近 解 、 
边 值 问题 、 积 分 -微分 方程 、 以 及 最 后 微分 -差分 方程 解 的 存在 性 和 渐 近 解 的 问题 . 

我 们 注意 到 , 所 有 这 些 问 题 不 仅 都 用 统一 的 算法 构造 渐 近 解 ,而 且 用 统一 方法 
证 明基 本 定理 . 为 了 避免 重复 , 在 许多 情况 下 省 略 了 证 明 的 细节 , 并 建议 读者 作为 练 
习 , 进行 仔细 证 明 . 为 了 更 好 的 掌握 本 书 内 容 , 在 练习 中 对 若干 具体 例子 进行 了 详细 
的 分 析 . 

我 们 还 要 指出 的 是 , 书 中 814 关于 条 件 稳定 情况 的 基本 定理 是 最 新 结果 , 至 今 
尚未 发 表 . 

书 中 材料 的 叙述 通俗 易 懂 ,本 书 也 完全 适合 于 工程 师 和 其 他 从 事实 际 问题 的 
МП. 


作者 
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第 一 章 基本 概念 


81. 解 对 参数 的 渐 近 近似 概念 


在 微分 方程 研究 的 历史 初始 阶段 ,其 基本 目的 就 是 求 得 方程 的 精确 解 ; 但 是 后 
来 才 知道 ,只 有 对 极 特殊 的 一 些微 分 方程 类 型 , 才 有 可 能 利用 初等 函数 来 有 效 表示 
它 的 精确 解 ， 所 以 人 们 更 急于 找 出 构造 微分 方程 近似 解 方法 的 问题 . 这 个 问题 已 经 
从 两 个 方面 深入 地 进行 了 研究 : 发 展 解 的 数值 方法 和 发 展 解 的 渐 近 方法 

本 专著 中 所 研究 的 是 关于 含有 小 参数 /的 微分 方程 的 某 些 渐 近 方法 ; 这 样 的 广 
程 可 以 写成 

= Дабы (1.1) 


假设 方程 (1.1) 的 解 z(t, и) 是 由 某 些 定 解 条 件 所 确定 的 . 所 谓 解 z(t, и) 对 参数 1 
的 渐 近 近似 (或 者 渐 近 表示 , 或 者 渐 近 公式 ) 我 们 认为 是 这 样 的 函数 Хр), 使 得 只 
要 参数 р 充分 小 ， 而 自 变量 上 在 给 定 区 间 中 变化 时 ， 这 个 渐 近 近似 的 余 项 ， 即 差 
т(Ь р) – Х(, и), (在 某 种 范 数 之 下 ) 也 很 小 . 我 们 还 称 ср) – Хи) 当 4 很 小 时 

所 谓 渐 近 方法 , 我 们 通常 是 理解 为 构造 X(t ш) 的 这 样 或 那样 的 方法 (例如 取 关 
于 / 的 震级 数 部 分 和 的 形式 ) ; 根据 这 些 方法 , 采用 比 (1.1) 更 为 简单 的 方程 来 求 
得 X(t,4) ; 而 渐 近 方法 的 实际 价值 也 正 是 写 从 这 些 轨 简 单方 程 是 否 避 能 有 效 地 确 
ХЕ X(t, н) 密切 相关 的 . 

不 应 当 认 为 由 于 计算 机 的 发 展 ， 浙 近 方法 的 作用 就 变 得 不 重要 了 ， 实际 上 , 数值 
计算 与 渐 近 方法 不 是 相互 排斥 , 而 是 相互 补充 的 . 例如 在 许多 情况 下 , 渐 近 近似 的 表 
达 式 就 可 以 很 方便 地 用 来 作为 数值 计算 的 零 次 近似 . 然而 从 我 们 的 观点 来 看 , 数值 
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计算 与 渐 近 方法 最 密切 的 联系 还 表现 在 : 适合 于 该 种 渐 近 方法 的 那些 方程 渐 近 性 质 
的 研究 正 是 任何 一 种 数值 方法 理论 中 的 主要 方面 之 一 . 例如 , 微分 方程 数值 解 的 差分 
格式 ( 见 [4]) 就 含有 某 个 小 参数 h ( 步 长 ), 而 当 采 用 这 样 的 格式 时 , 就 必须 肯定 用 这 
种 格式 所 得 到 的 差分 方程 组 的 解 ， 当 в 充分 小 时 确实 接近 于 原来 微分 方程 的 解 . 完 
全 一 样 地 , 当 对 不 适 定 问 题 进行 正则 化 时 ( 见 [55]), 也 得 到 含有 一 个 正则 化 小 参数 a 
的 辅助 方程 , 而 且 问 题 也 在 于 建立 这 个 辅助 方 穆 的 解 与 原来 问题 的 解 之 间 (在 某 种 
确定 意义 下 ) 的 近似 性 . 


$2. 奇异 摄 动 概念 


我 们 考虑 常 微分 方程 组 (1.1). 假设 f(z,t, 4) 对 其 全 体 变量 连续 , 且 当 ть 
р 在 某 个 区 域 中 变化 时 对 > 满足 李 普 希 获 条 件 . 我们 用 某 些 定 解 条 件 , 例如 初始 条 
件 
х(ю, и) = 29 (1.2) 
来 确定 方程 组 (1.1) 的 解 z(t, р). 
我 们 可 以 用 下 面 的 办 法 来 求 出 (2, р) 最 简单 的 渐 近 表达 式 : 首先 在 前 面 的 (1.1) 
式 中 令 и = 0; 一 般 说 来 , 这 时 可 以 得 到 更 简单 的 方程 组 
2 = f(z,t,0). (1.3) 
其 次 用 与 (1.2) 相同 的 初始 条 件 , 即 z(to) = 20, 来 确定 这 个 方程 的 解 3(t). 我 们 自然 
希望 , 如 果 и 充分 小 , 则 (0) 会 是 z(t,p) 在 上 节 中 所 指出 的 那 种 意义 下 的 渐 近 近似 . 
深入 地 研究 说 明确 实 如 此 , 即 当 и 一 0 时 , 25 x(t, yp) – 2(9 是 无 穷 小 量 , 而 且 这 个 差 
对 上 在 区 间 [to,T] 上 一 致 地 趋 于 零 . 这 个 结果 在 今天 认为 是 古典 的 , 已 包含 在 微分 
方程 的 教科 书 中 . 我 们 将 在 第 二 章 仔细 地 叙述 这 个 结果 . 
现在 考虑 方程 组 


dz ау 
т 一 Р (2,у, і), a 一 f(z,Y, t). (1.4) 


如 果 将 这 个 方程 组 重新 写成 (1.1) 的 形式 , 那么 显然 加 在 (1.1) 右 端的 连续 性 条 件 已 
经 不 再 满足 了 , 因为 这 时 р 是 在 分 母 , 从 而 当 jy 一 0 时 产生 了 奇异 性 . 

然而 我 们 还 是 想 尝试 一 下 在 研究 (1.1) 时 那样 的 方法 来 研究 (1.4), В р = 0 
来 构造 方程 组 (1.4) 在 满足 某 些 定 解 条 件 之 下 的 解 的 渐 近 近似 . 这 时 不 同 于 方程 组 
(1.3), 我 们 得 到 了 方程 组 
| 0 = (2,9,0), 9 = f(z,D,t). (1.5) 
由 于 (1.3) 的 阶 数 与 (1.1) 是 一 样 的 , 因此 (1.3) В 200) 可 以 满足 对 (1.1) 提出 的 
定 解 条 件 (1.2). 但 是 方程 组 (1.5) 的 解 一 般 说 来 已 经 不 可 能 再 满足 为 了 决定 方程 组 
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(1.4) 的 解 而 提出 的 所 有 那些 定 解 条 件 了 , 因为 方程 组 (1.5) 的 阶 数 低 于 (1.4) 的 阶 
数 . 因此 , 在 给 出 (1.4) 定 解 条 件 的 点 处 ，(1.5) 的 解 与 (1.4) 的 解 可 能 很 不 相同 . 

类 似 的 现象 我 们 不 仅 在 研究 微分 方程 组 (1.4) 的 时 候 遇 到 , 而 且 在 研究 所 谓 的 
具有 小 滞 量 的 微分 -差分 方程 时 也 遇 到 . 这 种 方程 的 最 简单 例子 是 差分 方程 


z(t) = Р(2(2 — и), і); (1.6) 


这 里 的 自 变量 上 可 以 是 连续 变化 , 也 可 以 是 离散 的 . 为 了 确定 起 见 , 我 们 假设 t 取 一 
系列 的 离散 值 : 0,1,2p,…. 于 是 在 t= 0 处 给 定 初始 条 件 


z(0) = 2° (1.7) 
之 后 , 我 们 从 (1.6) 可 以 顺序 地 求 出 z(kp) КИВ, к =1,2,..-, 亦 即 
2(и) = Е(2%, и), z(2p) = Е(2(и), 20), -... (1.8) 
如 果 在 (1.6) 中 令 и = 0, 则 可 得 函数 方程 
z(t) = F(z(t), 2); (1.9) 


由 此 (在 满足 一 定 条 件 之 下 ) 可 以 求 出 t КЖ z(t). 一 般 来 说 这 个 函数 已 不 再 满 
足 条 件 (1.7) Т. МИ, 如 果 提 出 (1.9) 的 解 可 以 作为 问题 (1.6), (1.7) 的 近似 解 、 并 
得 出 某 种 结论 的 话 , 那么 也 可 以 对 (1.4) 和 (1.5) 提出 同样 的 问题 和 得 出 类 似 的 结论 . 

值得 注意 的 是 这 两 种 情况 不 同 于 (1.1) 与 (1.3) 之 间 关 系 的 原因 都 是 一 样 的 , 即 
当 jy = 0 时 改变 了 方程 的 类 型 , 或 者 说 方程 在 如 下 的 意义 下 是 退化 了 , 即 为 了 决定 
当 и = 0 时 方程 的 解 所 用 的 定 解 条 件数 目 ， 比 为 了 决定 原来 方程 的 解 所 用 的 定 解 条 
件数 目 少 (特别 对 (1.9) 来 说 , 根本 不 需要 任何 定 解 条 件 , 因为 它 是 一 个 有 限 方程 ) . 
由 于 这 个 原因 , 许多 作者 都 把 方程 组 (1.5) 和 (1.9) 称 为 退化 方程 组 , 我 们 也 将 采用 
这 种 叫 法 . 

人 们 通常 把 系统 (1.1) 称 为 系统 (1.3) 的 摄 动 系统 , 而 且 将 一 个 不 为 零 的 小 参 
数 y 引入 到 系统 中 来 的 过 程 也 叫做 摄 动 . 这 个 术语 也 可 以 用 于 系统 (1.4), (1.5) 和 
系统 (1.6), (1.9), 不 过 在 系统 (1.1), (1.3) 的 情形 下 我 们 称 它 为 正则 摄 动 , 而 对 于 系统 
(1.4), (1.5) 和 系统 (1.6), (1.9) 的 情况 将 称 为 奇异 摄 动 @. 换 句 话说 , 将 非 摄 动 系统 与 
含有 不 为 零 小 参数 的 摄 动 系统 进行 比较 , 如 果 发 现 为 了 决定 摄 动 系 统 的 解 所 需要 的 
定 解 条 件数 目 ， 比 为 了 决定 非 摄 动 系统 的 解 所 需要 的 定 解 条 件数 目 来 得 多 ， 那 么 我 
们 就 称 这 样 的 摄 动 为 奇异 摄 动 . 

四 或 简称 为 奇 摄 动 — 译 者 注 . 
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83. 奇异 摄 动 方程 组 解 的 渐 近 表示 特点 和 边界 层 


为 了 确定 起 见 , 在 这 一 节 我 们 就 奇 摄 动 系统 (1.4) 进行 讨论 . 

尽管 有 上 面 指出 的 困难 , 我 们 还 是 想 利 用 (1.5) 的 解 来 求 出 (1.4) 满足 某 些 定 解 
条 件 (其 究竟 如 何 暂 不 具体 化 ) 的 解 的 浙 近 近似 . 这 时 遇 到 如 下 两 个 需要 立即 解决 的 
问题 : . 

- 1. 当 构 造 (1.5) 的 解 时 , 首先 必须 从 (1.5) 的 第 一 个 方程 求 出 z; 可 是 这 个 方程 
一 般 来 说 是 非 线 性 的 , 因此 它 可 能 有 几 个 形 如 z = (оу, #) 的 解 , 我 们 应 当 从 中 选取 
哪 一 个 解 呢 ? 

2. 如 果 采 取 某 种 方法 对 上 述 的 解 作出 了 选择 (例如 在 线性 系统 情况 下 , 一 般 只 
有 一 种 可 能 性 ), 那么 就 可 以 将 选 到 的 z = gp(y,t) ЖЛ (1.5) 的 第 二 个 方程 . 这 时 为 
了 唯一 确定 所 得 到 方程 的 解 , 就 必须 对 y 给 出 定 解 条 件 . 但 在 上 面 说 过 , 加 在 (1.4) 
上 的 所 有 定 解 条 件 在 此 已 经 不 能 全 部 满足 , 因此 这 就 要 问 : 为 了 确定 (1.5) НИЯ, 应 
该 保留 加 在 (1.4) 上 的 哪些 定 解 条 件 和 如 何 选取 呢 ? 

我 们 注意 到 无 论 上 述 哪 一 个 问题 , 对 正则 摄 动 系统 (1.1) 来 说 都 不 会 发 生 . 

我 们 现在 转 到 奇 摄 动 问题 的 其 他 特点 .为 了 能 够 更 清楚 地 进行 说 明 , 我 们 考虑 
一 个 不 需要 解决 上 面 提出 的 那 两 个 问题 的 例子 , 即 考虑 一 个 最 简单 的 线性 方程 式 的 
初 值 问题 

и. = аг +b, 2(, и) = 20, (1.10) 


其 中 a 和 bb 是 常数 . Н (1.10) 式 中 的 方程 是 线性 方程 , 因此 第 一 个 问题 在 此 不 存 
在 . 而 且 这 时 (1.5) 式 只 有 第 一 个 (函数 ) 方程 , 所 以 第 二 个 问题 也 不 存在 . 现在 的 退 
化 方程 为 


0=az+b,; (1.11) 
由 此 即 得 . 
== -2 (1.12) 
直接 积分 (1.10) 可 得 
z(t, и) = (= + =) ехр 5] 一 2 (1.13) 


由 此 可 见 , 只 有 在 满足 某 些 特 殊 要 求 之 下 , z = -ba 才 会 是 z(t, 1) 的 渐 近 近似 . 亦 即 
为 了 使 得 z р) 在 如 右边 的 渐 近 近似 , 必须 有 a < 0 Н р 0+ (М 1), 或 者 
а>0 Н р 07. 对 于 这 两 种 情形 之 一 , 当 t > 如 , Ни 一 0 ЖЖ = р) 一 7 一 0. 
而 在 点 如 处 , 像 在 52 指出 那样 , 这 是 不 成 立 的 . 如 果 a > 0 且 1/ 一 0+ 或 者 ac<0 
且 р 一 0-, 则 z 便 是 z( 信 站 在 如 左 端的 渐 近 近似 , 但 这 时 与 在 如 右 端的 z(t, 1) 没 
有 任何 关系 , 因为 这 时 对 t> ь НУЧ и — 0 时 有 z 人 站 一 оо: 如 果 и НЕ 
于 0, 则 (7, р) 既 不 趋 于 z 也 不 趋 于 任何 其 他 极限 . 
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图 1 4 是 坐标 为 (i = 4,2 = 20) 的 初始 点 . 1 是 对 于 a。 < 0,n > 0 情况 时 , 方程 (1.10) 解 
z 二 (р) 的 图 形 . 2 是 退化 方程 解 的 图 形 一 一 直线 2 = + = а. 


上 述 这 些 情 况 对 于 正则 摄 动 系统 (1.1) 来 说 并 不 会 出 现 , 因为 当 y 随意 趋 于 0 时 ， 
问题 (1.3), (1.2) 的 解 就 是 问题 (1.1), (1.2) 解 的 渐 近 近似 , 并 不 要 求 对 函数 f(z,t, и) 
加 上 任何 (类 似 于 在 (1.10) 中 对 а 的 符号 ) 的 特殊 要 求 , 而 只 需要 求 ftz,t и) 满足 
某 些 像 在 82 开头 时 指出 的 光滑 性 条 件 就 够 了 . 

总 之 , 例 (1.10) 说 明 : 非 摄 动 系统 (1.5) 的 解 只 有 站 满足 某 些 特定 要 求 之 下 才 可 
能 是 (1.4) 的 渐 近 近似 , 对 于 特殊 的 系统 (1.10) 来 说 , 这 些 要 求 就 是 a 的 定 号 性 和 
趋 于 0 的 单 边 性 . 

今后 我 们 总 认为 在 系统 (1.4) 中 的 и — 0+, 而 且 只 有 这 样 的 极限 过 程 才 成 立 ， 
因此 将 略 去 0+ 右上 角 的 “+ ”号 而 简单 写成 人 一 0. 

正如 上 面 已 经 指出 那样 , 对 系统 (1.4) 右 端的 特定 要 求 , 实质 上 是 依赖 于 确定 系 
统 (1.4) 解 的 那些 定 解 条 件 的 特性 , 这 种 依赖 性 在 本 书 的 下 一 章 将 进一步 加 以 阐明 . 

刚才 我 们 只 在 某 种 程度 上 研究 了 这 种 依赖 性 的 特点 , 而 且 还 是 对 一 个 十 分 简单 
的 线性 例子 进行 讨论 ; 下 面 我 们 考虑 一 个 由 两 个 常 系数 一 阶 方程 组 成 的 系统 


„22 = ал121 + ал222 НЫ, па = a2121 + а2222 + 8; (1.14) 
其 初始 条 件 (为 了 简单 起 见 , 令 to = 0) 是 
zi1(0,4) = 20, z2(0,1) = 20. (1.15) 
系统 (1.14) 的 通 解 为 


Ait Mt 
zZ1(t, и) = ciQ11 exp и 十 C2Q12 ехр ГҮ + 21, 
(1.16) 


| АЕ | 和 zt 一 
22($, р) = cla2l exp г + cza22 ехр г + 22; 


其 中 和 ,和 2 为 系统 (1.14) 的 特征 方程 和 2 一 (ali +wzz)A+ (а11а22 — азат) = 0 的 
Ж, 上 且 为 了 简单 起 见 假 设 它们 是 单 根 ;aasx 是 一 些 不 依赖 于 / 的 确定 常数 , 这 是 因为 
и 上 只 可 能 以 组 合 形式 bWA 出 现 ; 2,22 是 (1.14) 的 特 解 , 我 们 把 它们 取 成 与 (1.14) 所 
对 应 的 退化 方程 组 (1.5) 的 解 , 即 一 组 二 元 线性 方程 组 的 解 ; ci, cz 为 任意 常数 . 


6. | 第 一 章 基本 概念 


为 了 满足 初始 条 件 (1.15), 常数 ст, ca 应 由 方程 组 


| стат + с2а12 + 21 = 20, 


C1Q21 十 С2022 + 22 = 20 


来 决定 . 由 此 可 见 ，cl 和 ca 并 不 依赖 于 р. 将 求 得 的 cj, со 代入 (1.16) 之 后 , ЖЖ 
相信 : 如 果 
Вел, <0, Вел. < 0, (1.17) 


则 当 t > 0 时 , 问题 (1.14), (1.15) 的 解 当 и 一 0 时 , 确实 趋 于 退化 方程 组 的 解 . 关于 
特征 方程 的 根 应 有 负 实 部 的 条 件 (1.17), 正 是 在 简单 例子 (1.10) 中 对 а 符号 所 加 条 
件 的 推广 . 

如 果 Вел, > 0, Вел» > 0, 则 问题 (1.14), (1.15) 的 解 将 在 上 < 0 当 и 一 0 时 趋 
于 退化 方程 组 的 解 . 

如 果 特 征 方程 根 的 实 部 有 不 同 符号 


Кел <0, Вел» > 0, (1.18) 


(值得 注意 的 是 在 给 定 的 二 维 情况 下 , 这 与 Xi < 0, № > 0 是 一 样 的 ) 则 初 值 问题 的 
解 无 论 在 t = 0 的 左边 或 在 它 的 右边 都 不 趋 于 退化 方程 的 解 (当然 应 除去 给 定 的 20 
和 29 的 值 正 好 使 得 指数 函数 之 一 消失 的 特殊 情形 , Вр с: 或 ce 有 一 个 为 零 的 情形 ) . 
但 这 时 如 果 给 定 的 不 是 初始 条 件 (1.15), 而 是 用 边界 条 件 


21(0, и) = 20, 22(1, ш) = 20 (1.19) 


来 确定 (1.14) 的 解 , 则 容易 看 出 , 在 区 间 0 < 上 < 1 上 当 0 时 , 这 个 解 将 趋 于 退 
化 方程 组 的 解 , 而 且 不 需要 对 20, 20 作 特 别 的 选择 . 实际 上 , 将 (1.16) 代入 (1.19) Вр 
得 

й 20 = clall + с2012 + 21, 


№ № _ 
29 = CiQ21 ехр т + с2а22 ехр т + 22. 


В бә 
ДЕ 1422 ехр (2 2) — 012 _ № А (1 А ою), 


1022 ехр (2) 一 al2a2l exp C) 911 
А 
ыва), хо (- 22) (1+о00); 


011022 ехр (2) — Q12G21 ехр (2) 
Г”) В 


53. 奇异 摄 动 方程 组 解 的 渐 近 表示 特点 和 边界 层 .7. 


其 中 Bi = 20 — и, 62 = 20 — 22, Ш О(и) 在 这 里 以 及 今后 都 是 表示 其 量 阶 不 比 р К 
的 小 量 . 因此 问题 (1.14), (1.19) 的 解 成 为 


260) = (1 + О(и)) em (2 ) + 8212 аа (1 + ои) ехр (0—17) +2, 


або) = (1+0) ер (№) +в (1+0)) om (5—9 5) . (1.20) 


于 是 对 0 < 上 < 了 Чу >08}, (6 р) 和 226 ш) ЖЕЗ РВИ КИЙ 2, 和 20. 

总 之 , 为 了 保证 系统 (1.14) 的 解 趋向 于 其 退化 方程 组 的 解 , 其 条 件 是 与 确定 系 
统 (1.14) 解 的 定 解 条 件 形 式 密切 相关 的 . 

此 外 , 上 面 所 考虑 的 例子 还 给 出 了 进一步 研究 系统 (1.14) 的 解 在 这 样 一些 点 邻 
域 中 性 质 的 可 能 性 , 在 这 些 点 处 , 加 在 系统 (1.14) 上 的 定 解 条 件 当 方程 组 退化 时 被 
丢弃 了 . 

我 们 现在 转 到 对 初 值 问题 (1.14)，(1.15) 的 解 (1.16) 进行 讨论 ; 假设 它 满足 条 件 
(1.17). 于 是 令 р 0 取 极 限 即 得 


Ши 21 (р) = 21, lim z(t, и) = 22; 
PR 一 0 но 


如 上 所 述 , 这 对 于 上 > 0 是 成 立 的 . 但 是 我 们 注意 到 这 些 极限 并 非 对 t 一 致 地 成 立 . 
Е + = 0 附近 出 现 这 样 的 区 域 , 在 该 区 域 中 无 论 и 多 么 小 , 非 退 化 方程 的 解 都 明显 地 
不 同 于 退化 方程 的 解 ; 其 实 , 这 是 开始 时 就 预料 到 的 . 这 种 区 域 在 简单 例子 (1.10) 中 
( 见 图 1 ) 就 看 到 过 . 

在 边 值 问题 (1.14), (1.19) 的 解 (1.20) 中 也 存在 同样 类 型 的 区 域 , 不 过 现在 这 种 
使 得 原来 系统 的 解 与 退化 系统 的 解 之 间 明 显 不 同 的 区 域 , 不 仅仅 出 现在 上 = 0 的 邻 
域 , 而 且 出 现在 t= 1 的 邻 域 . 

在 奇 摄 动 问题 中 , 当 / 任意 小 时 , 可 能 产生 原来 ( 摄 动 ) 系统 的 解 与 退化 系统 的 
解 之 间 明 显 不 同 的 区 域 的 这 种 现象 , 我 们 称 它 为 边界 层 现象 , 而 这 个 区 域 本 身 就 叫做 
边界 层 区 域 , 或 者 简单 地 叫做 边界 层 . 

术语 “边界 层 * 来 自流 体 动力 学 . 描写 粘性 流体 的 方程 组 相对 于 描写 理想 流体 的 
方程 组 正好 是 奇 摄 动 系统 的 典型 例子 . 在 流体 动力 学 中 早已 注意 到 , 即使 在 粘性 极 
小 的 情况 下 , 理想 流体 方程 组 对 所 描写 的 例如 在 流线型 物体 边界 附近 流动 的 过 程 也 
不 起 作用 (例如 绕 流 问题 ) ; 这 种 在 物体 边界 附近 的 区 域 在 流体 动力 学 中 就 称 为 边界 
Е. 从 数学 观点 来 看 , 在 流体 动力 学 中 产生 这 种 现象 的 原因 也 是 由 于 理想 流体 方程 
组 的 解 不 可 能 满足 对 粘性 流体 方程 组 成 立 的 边界 条 件 . 

上 面 考察 的 线性 例子 (1.14) 不 仅 说 明了 边界 层 的 存在 , 而 且 还 给 出 了 解 在 这 个 
区 域 的 构造 . 我 们 看 到 , 在 原来 系统 的 解 与 退化 系统 的 解 之 间 的 差 具 有 指数 式 衷 减 
的 特性 . 在 (1.16) 或 (1.20) 中 的 指数 函数 好 像 是 在 对 退化 解 进行 修正 , 使 得 它 能 够 
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满足 退化 解 本 身 无 法 满足 的 定 解 条 件 ,而 且 这 些 指数 函数 在 初始 点 或 边界 点 的 邻 域 
完成 它们 的 作用 之 后 , 随 着 离开 这 些 初始 点 或 边界 点 , 它们 就 指数 式 地 消失 了 . 

实际 上 , 在 简单 的 线性 情况 (1.14) 中 所 看 到 的 规律 性 , 是 具有 相当 一 般 意义 的 ， 
在 十 分 广泛 的 一 类 情况 下 , 奇 摄 动 系统 的 解 在 边界 层 中 的 性 质 是 用 指数 式 阻尼 函数 
来 描写 的 . 对 于 这 种 情况 的 研究 也 是 本 书 的 基本 目的 . 


$4. 初 值 问题 渐 近 解 研 究 的 基本 方面 
我 们 现在 转 到 一 般 情 形 的 奇 摄 动 方程 组 (1.4), 并 给 定 初始 条 件 
z(to, р) = 20, y(to, р) = у. (1.21) 


正 像 对 于 最 简单 问题 那样 , 这 个 问题 早 就 从 构造 其 他 渐 近 近似 的 观点 进行 了 研究 . 首 
先 必须 研究 的 问题 是 关于 其 精确 解 趋 于 退化 方程 组 (1.5) 解 的 极限 过 程 问 题 . 这 方 
面 最 完整 的 结果 是 在 А. Н. 吉 洪 诺 夫 (A. Н. Тихонов) [54] 和 И. С. 格拉 德 什 捷 
(И. С. Градштейн) [31] 的 工作 中 得 到 的 . 我 们 将 在 本 书 下 一 章 介 绍 吉 洪 诺 夫 的 
结果 . 

当 研究 问题 (1.4), (1.21) 的 解 趋 于 退化 系统 (1.5) 解 的 极限 过 程 时 , 如 在 §3 开 
始 时 指出 的 那样 , 应 当 注意 到 下 面 两 个 问题 , 即 关于 选择 方程 F(z,y,t) = 0 哪 一 个 
解 的 问题 , 以 及 关于 对 退化 系统 (1.5) 加 上 哪些 初 值 问题 . 此 外 , 如 已 经 看 到 的 那样 ， 
还 要 求 对 系统 (1.4) 的 右 端 函数 加 上 某 些 特定 条 件 . 在 线性 系统 的 情况 下 , 这 些 特 定 
条 件 就 是 上 面 考虑 过 的 有 关 其 特征 方程 根 的 实 部 应 具有 一 定 符号 的 条 件 . 

至 于 应 该 如 何 对 退化 方程 组 (1.5) 加 上 初 值 问题 , 在 问题 (1.21) 的 情况 下 , 自然 
是 对 (1.5) 保留 条 件 

了 (to) = у, (1.22) 


而 丢弃 加 在 z 上 的 条 件 , 因为 这 时 在 退化 系统 (1.5) 中 ，z Е 的 导数 已 经 不 存在 
了 ; 我 们 将 在 下 一 章 看 到 这 样 做 确实 是 正确 的 . 至 于 如 何 选取 方程 F(z,y,t) = 0 的 
解 , 以 及 应 对 系统 (1.4) 的 右 端 函数 加 上 怎么 样 的 特定 条 件 的 问题 , 在 此 就 很 难 先 验 
地 作出 回答 了 . 这 些 问 题 也 将 在 下 一 章 同 其 他 问题 一 起 得 到 解决 ; 同时 还 将 阐明 这 
两 个 问题 与 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 之 间 的 联系 . 

在 下 一 章 , 我 们 将 同时 证 明 当 jy 一 0 时 , 问题 (1.4), (1.21) 的 解 趋 于 退化 系统 
(1.5) 满足 条 件 (1.22) 且 按 确定 规则 构造 的 某 个 解 的 极限 过 程 定理 . 这 个 极限 过 程 
不 是 像 正 则 情形 (1.1), (1.2) 那样 在 区 间 如 <Е<Т 上 一 致 成 立 , 而 只 是 在 区 间 
to <t< TT 上 成 立 ( 在 前 面 讨论 的 线性 例子 中 , Т = +oo, 但 一 般 情况 并 不 是 这 样 )， 
但 是 在 集合 to < 和 ЕТ 上 一 致 成 立 , 这 里 和 可 以 任意 接近 于 в, 但 当 и 一 0 时 
是 固定 的 . 这 个 极限 过 程 在 区 间 to。 < t < T 上 是 不 一 致 的 , 这 从 上 面 给 出 的 例子 已 
经 看 到 了 . 
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这 个 结果 意味 着 , 在 奇 摄 动 问题 的 情况 下 , 退化 问题 的 解 可 以 作为 原来 奇 摄 动 
问题 的 解 在 $1 意义 下 的 渐 近 近似 , 但 是 这 个 近似 只 在 区 间 к 和 上 和 了 上 保证 一 致 
的 精确 度 , 而 不 像 正 则 情形 那样 能 在 整个 区 间 to。< t < Т 上 保证 一 致 的 精确 度 . 从 
定量 方面 来 看 , 当 方 程 右 端 对 其 变量 足够 光滑 时 , 这 个 精确 度 也 同 其 他 情况 一 样 , 具 
有 的 量 阶 . 

接 下 来 自然 是 提出 关于 构造 具有 更 高 精确 度 的 渐 近 近似 问题 . 

为 此 , 对 于 正则 摄 动 (1.1) 的 情形 , 我 们 是 采用 如 下 办 法 , 即 寻 找 (1.1) 关于 /的 
客 级 数 形式 解 

T(t, и) = то (В + ито ++ в +.... (1.23) 
将 (1.23) 代入 (1.1), 并 将 得 到 的 式 子 两 边 对 / ЛЕЕНЕ ВОР, 然后 比较 两 边 
关于 / 同 次 寡 的 系数 ; 由 此 不 难得 到 决定 (1.23) 系数 的 方程 : 关于 zo(t) 的 方程 , 与 
非 摄 动 方程 (1.3) 完全 一 样 ; 而 对 其 余 系 数 z(t),k = 1,2,..., 都 是 由 线性 方程 确定 
的 . 对 于 zo(t) 自然 也 是 像 对 原来 方程 组 (1.1) 那样 给 定 初始 条 件 如 (to) = х0 (从 而 
20(#) 就 与 在 82 中 提 到 的 方程 (1.3) 的 解 亏 一 致 ) 而 对 于 (0), к = 1,2,…, 则 由 
零 初 始 条 件 
了 (to) = 0, К=1,2,... (1.24) 


来 决定 . 有 关 这 方面 的 更 详细 讨论 将 在 下 一 章 给 出 . 当 f(z,t, п) 具有 足够 高 阶 的 连 
续 导 数 时, 则 级 数 (1.23) 的 部 分 和 


п 


Х.н) = Утик) (1.25) 
k=0 

就 是 问题 (1.1), (1.2) 的 解 在 区 间 [to,T] 上 具有 一 致 精确 度 O(n7t1) 的 渐 近 近似 . 
我 们 将 称 一 个 级 数 为 某 个 函数 ср 的 渐 近 级 数 (或 渐 近 展开 ), 如 果 对 任意 正 
ЖЖ n, 这 个 级 数 的 n 十 1 项 部 分 和 Х, (Е, н) 就 是 Z(t, 以 OUnt1) 为 精确 度 的 渐 
近 近 似 ， 因 此 级 数 (1.23) 就 是 问题 (1.1), (1.2) 的 解 的 渐 近 展开 . 我 们 往往 不 说 对 某 
个 函数 “构造 其 渐 近 近似 或 者 对 它 进 行 渐 近 展开 ”, 而 更 简单 地 说 成 “ 渐 近 地 构造 ”. 
如 果 应 用 同样 的 方法 到 方程 组 (1.4), 即 找 它 形 如 (1.23) 的 解 (这 时 z 是 表示 у 
和 z 的 总 体 ), 那么 确实 可 以 得 到 具有 精确 度 O(A"+1) 的 渐 近 近似 ; 但 是 这 个 近似 
只 在 区 间 в << Т 上 具有 一 致 性 .这 时 必须 注意 到 把 应 用 于 (1.1) 的 方法 转移 
到 (1.4) 的 情形 时 , 并 不 是 简单 地 照搬 , 例如 给 出 决定 系数 ть (0), К = 1,2,..., 的 初 
始 条 件 就 不 显然 . 在 正则 情况 下 , 这 些 条 件 有 (1.24) 的 形式 ; 如 果 类 似 于 正则 情况 ， 
对 (1.4) 也 假设 7,0) = 0, = 1 2,… (对 于 (0) 不 必 给 定 初始 条 件 , 因为 在 关于 
zk(t) 的 方程 组 中 , 只 包含 总 区 的 导数 ; 换 句 话说 ,关于 (0) 的 方程 组 也 是 阶 数 比 
原来 (1.4) 低 的 方程 组 确切 地 说 , 是 像 z0(t) 所 满足 的 (1.5) 那样 阶 数 的 方程 组 )， 
那么 用 这 样 方法 构造 的 级 数 (1.23) 的 部 分 和 (1.25) 并 不 能 给 出 问题 (1.4), (1.21) 的 
解 精确 度 比 и 高 的 渐 近 近似 . 在 第 三 章 我 们 将 阐明 , 为 了 使 得 部 分 和 (1.25) 在 区 间 
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[6,T] 上 保证 有 OU+i) 的 一 致 精确 度 , 不 应 当 假设 у, (60) = 0, 而 是 等 于 某 一 个 可 
按 一 定 规则 求 出 、 一 般 来 说 不 等 于 零 的 常数 . 

总 之 , 利用 形 如 (1.23) 的 级 数 能 够 做 到 在 区 间 [,Т] 上 对 问题 (1.4), (1.21) 构 
造 一 致 的 渐 近 解 . 但 是 否 能 够 得 到 在 整个 区 间 fp, 如 上 都 保证 一 致 精确 度 的 渐 近 近 
似 呢 ? 实践 说 明 , 为 此 需要 寻找 方程 组 (1.4) 的 非 (1.23) 形式 的 解 , 而 是 形 如 (1.23) 
与 另外 一 个 也 是 / 的 宕 级 数 之 和 的 解 , 不 过 后 者 的 系数 不 依赖 于 t, 而 是 依赖 于 7 = 
(2 — ёо) /р, 即 


(и) = 2000) + р (0) + + По(т) + и (с) +..., (1.26) 
По(т) + ШП, (т) + ..- + ре Пк (т) +... 


为 边界 级 数 . 它 的 项 (我 们 将 称 为 边界 项 , 或 者 边界 函数 , 或 者 II 函数 ) 将 按 确定 的 
规则 求 出 , 这 个 规则 将 在 第 三 章 给 出 . 函数 П, (т) 具有 指数 式 衰减 的 特性 , 即 按 范 数 


估计 不 超过 量 в) 

хе 

сехр(—хт) = сехр (00) А 
对 于 非 线 性 方程 组 (1.4), 边界 函数 起 了 在 (1.16) 中 指数 函数 项 所 起 的 作用 [我 们 注 
意 到 在 (1.16) 中 , 指数 函数 仅 依赖 于 т = (t – бо) и = Ищю = 0)], 即 在 初始 时 刻 如 
的 邻 域 中 , 边界 项 补偿 了 当 只 利用 级 数 (1.26) 的 正则 部 分 各 的 + и, (6) 十 … 时 所 
出 现 的 精确 性 的 不 足 . 
级 数 (1.26) 的 部 分 和 


У ик (Е) + Ш, (т)] (1.27) 
k=0 


在 整个 区 间 [io,T] 上 也 保证 了 O(y"+1) 的 一 致 渐 近 精确 度 . 

将 问题 (1.4), (1.21) 的 解 渐 近 展开 成 (1.26) 型 的 级 数 , 首先 是 由 А. Б 瓦 西里 耶 
娃 (A. B. Васильева) 提出 来 的 [13], 而 后 这 个 公式 得 到 改进 和 完善 . 

在 第 三 章 , 我 们 将 给 出 利用 这 个 方法 进行 计算 的 详细 步骤 , 由 此 可 以 按 顺 序 地 决 
定 问题 (1.4), (1.21) 的 (1.26) 形式 的 所 有 渐 近 展开 项 , 并 将 证 明了 边界 函数 项 П, (т) 
№ т 一 оо 时 的 指数 式 衰减 性 , 以 及 推导 出 部 分 和 (1.27) 的 渐 近 精确 度 估计 . 
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”原来 按照 上 面 提 出 的 同样 办 法 不 仅 可 以 构造 对 于 (1.4) 初 值 问题 的 渐 近 解 , 而 且 
可 以 构造 各 种 类 型 边 值 问题 的 渐 近 解 , 某 些 更 加 复杂 系统 , 诸如 积分 -微分 方程 组 的 
渐 近 解 , 此 外 还 可 以 构造 性 质 上 不 同 于 (1.4) , 例如 差分 方程 组 (1.6) 和 更 一 般 的 微 
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分 -差分 方程 组 的 渐 近 解 . 本 书 中 讨论 的 问题 只 按 如 下 特点 进行 选取 , 亦 即 按 可 以 用 
(1.26) 的 形式 进行 渐 近 展开 . 

我 们 约定 把 构造 奇 摄 动 系统 形 如 级 数 (1.26) 的 解 的 渐 近 展开 方法 称 为 边界 层 
函数 法 , 其 中 (1.26) 的 项 是 用 某 种 统一 的 规则 决定 的 . 我 们 这 是 由 于 现在 同 正 则 情 
况 相 比较 , 出 现 了 含有 边界 项 的 (1.26) 是 联合 级 数 . 这 些 边界 项 在 出 现 边 界 层 现象 
的 那些 点 的 邻 域 中 是 相当 大 的 ( 换 句 话说 , 就 是 在 那些 给 出 定 解 条 件 的 点 的 邻 域 中 ， 
且 这 些 定 解 条 件 对 退化 系统 来 说 是 被 丢掉 了 ), 而 当 离 开 这 个 范围 时 却 是 指数 式 地 减 
小 . 我 们 在 此 之 所 以 强调 这 个 名 称 , 是 因为 在 许多 情况 下 , 可 能 出 现 不 能 用 (1.26) 形 
式 的 展开 来 描写 的 边界 层 现象 , 例如 在 松弛 振动 ( 见 [49, 43]), 以 及 在 奇异 初始 条 件 
下 的 非 线 性 系统 情形 ( 见 [26]), 就 是 如 此 . 

在 第 四 章 我 们 将 详细 地 讨论 其 渐 近 解 可 以 用 边界 层 函 数 法 构造 的 边 值 问题 , 在 
边 值 问题 中 , 当 转 到 退化 系统 时 , 定 解 条 件 的 丢弃 可 能 既 在 区 间 [to, 的 左 端 , 同时 
又 在 区 间 的 右 端 发 生 ( 见 例子 (1.14), (1.19) ) . 这 时 对 展开 式 (1.26) 应 补充 在 t= 
邻 域 中 起 像 在 t = to 邻 域 中 的 п. 所 起 那样 作用 的 项 Оһ. 此 外 , 当 在 区 间 多 ,如 上 
构造 边 值 问题 的 渐 近 解 时 ， 有 时 必须 把 区 间 分 成 几 个 部 分 , 在 其 中 的 每 一 部 分 上 都 
应 当 含有 该 部 分 的 形式 如 (1.26) 的 п 函数 和 О 函数 (内 部 边界 层 现象 ) . 

在 第 五 章 我 们 把 边界 函数 法 应 用 到 积分 -微分 方程 的 奇 摄 动 问题 ， 而 在 第 六 章 用 
同一 方法 到 微分 -差分 方程 . 对 于 微分 -差分 方程 , II 函数 是 按照 对 (1.4) 同样 的 规则 
构造 出 来 的 , 但 在 函数 性 质 方面 , 它们 不 同 于 求解 (1.4) 时 的 П 函数 , 而 是 一 些 不 连 
续 的 (阶梯 形 的 ) 函数 ( 见 例 (1.6)) . 

除了 本 书 所 考虑 的 问题 外 , 还 有 其 他 问题 可 用 边界 函数 法 进行 求解 . 例如 在 工 
作 [9] 中 就 考虑 了 退化 方程 具有 解 族 的 奇 摄 动 方程 ( 既 有 微分 方程 又 有 差分 方程 ), 这 
种 情况 从 差分 格式 计算 理论 的 观点 来 看 是 很 有 用 的 . 

”本 书 是 专 为 非 线性 问题 而 写 的 , 但 是 许多 有 关 线 性 方程 的 问题 也 可 用 上 述 方法 
来 研究 , 例如 线性 微分 和 积分 算 子 的 特征 值 和 特征 函数 的 问题 . 本 书 不 对 这 类 问题 进 
ПН, 有 兴趣 的 读者 可 参看 文章 [24,25]. 
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$6. 常 微分 方程 一 般 理 论 的 某 些 结果 


一 、 关 于 微分 方程 组 解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 对 参数 的 连续 相依 性 定理 ”我们 
采用 通常 列 向 量 的 记号 来 记 其 元 素 为 分 量 2*(t),k = 1,… ,m 的 т ЖЖ (В 


2' (8) 
z(t) = : . 
2" 人 


200 |= ах (В) 


向 量 z(t) 的 范 数 用 等 式 


来 定义 . 
现在 我 们 叙述 如 下 的 经 典 定 理 (但 是 在 此 略 去 了 它 的 证 明 , 因为 这 些 证 明 在 许 
多 常 微分 方程 教科 书 中 都 可 以 找到 , 例如 见 [32]): 


定理 2.1 令 x 和 f т Жа Ж, 入 为 数值 参数 ; 假设 方程 组 
dz 
р = РБА) (2.1) 


满足 如 下 条 件 : 
1. 函数 f(z,t, 入 ) 在 闭 区 域 


[2-20 |<, 1-6 <а М<а (2.2) 


上 有 定义 、 连 续 , 从 而 在 此 区 域 上 有 | f(x,t, 和 ) |< М, 这 里 M 为 某 常数 ; 
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2. f(z,t, 入 ) 在 区 域 (2.2) 上 满足 关于 z 的 利 普 希 茨 条 件 
. | (21, А) — 22,6 А) |< Г | 21 — 22 |, 


其 中 工 >0 为 与 x,t, 入 无 关 的 常数 ; 
那么 在 区 间 в < min(a,b/M) 上 存在 方程 组 (2.1) 满足 条 件 


z(to, 入) = 2° 


的 唯一 解 z = z(t, А), 而 且 这 个 解 是 t 在 | 一 to <А ЕЛА |А <а Беж 
数 . 


ЖІ. ШЖЛл<о, Н | (6 +, А) – 20 |< Б, 亦 即 当 t= to 十 h 时 ,方程 组 (2.1) 的 
解 z(t, 入 ) 仍然 位 于 区 域 | z 一 х0 |< 5 的 内 部 , 那么 从 点 (to 十 h,z(to 十 hh, 入 )) 出 发 , 可 以 把 解 
从 如 十 hh 向 右 延 拓 到 to 十 十 hi, 这 里 м > 0 为 某 一 常数 ， 解 经 过 这 样 不 断 地 延 拓 之 后 , 我 
们 或 者 在 某 个 上 = ti < о Ба 达到 等 式 z(t1, 入 ) – х0 |= 6, 且 解 不 能 再 向 右 延 拓 , 或 者 解 在 
to << to 十 a 上 存在 且 满 足 不 等 式 || z(t, 入 ) – 20 |<. 类 似 地 可 以 研究 解 在 点 如 左边 的 延 拓 . 
2. 记 
Мо = | F(z Ь^) |. 


1t— о 
[А 


显然 Мо < М; 不 难 证 明 ( 见 [32]), 如 果 


(er _1)<b, (2.3) 


那么 解 (А) 在 上 一 to| < a 上 存在 (В А = а). 不 越 出 区 域 | zx 一 xz? |<, 并 且 是 上 和 入 在 
上 一 tl < а, |А < qd 上 的 连续 函数 史 . 

3. 代替 定理 2.1 中 的 区 间 |t 一 to| < a, 可 以 分 别 考虑 区 间 [to,to 十 a] 及 [to 一 a,toj. 本 节 将 
主要 在 区 间 [to,to 十 a] 上 进行 讨论 . 

二 、 辅助 引 理 ”定理 2.1 断定 解 只 在 区 间 jt 一 to| < h < a 上 存在 , 这 并 不 表示 
解 一 定 在 整个 区 间 |t 一 to| < a 上 存在 ; 在 注 2 中 指出 了 解 在 整个 区 间 |t 一 to| <a 上 
存在 的 条 件 . 有 时 也 出 现 对 某 个 和 值 来 说 , 解 在 整个 区 间 |t 一 如 | < a 上 存在 , 而 对 
其 他 的 和 值 , 当 р | < a 时 就 达到 等 式 | z 一 20 = 5, 且 以 后 不 能 再 延 拓 . 假设 
对 某 个 入 值 , 例如 入 = 0, 解 在 整个 区 间 |t | < a 上 存在 , 是 否 当 |А 值 充分 小 时 ， 
. 解 也 在 整个 区 间 |t – | < a 上 存在 呢 ? 这 个 问题 对 今后 的 讨论 很 重要 , 下 面 的 定理 
2.2 将 对 此 作出 肯定 的 回答 , 其 证 明 是 根据 如 下 引 理 : 


引 理 2.1 ив Р т 维 向 量 函 数 , 和 为 参数 ; 假设 方程 组 


du ~ 
чр 06А) (2.4) 
满足 如 下 条 件 : 


@ 这 个 结论 可 直接 由 Gronwall 不 等 式 推出 一 一 译 者 注 . 
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1. 函数 Р(иьл) 在 区 域 
|и [< 5, ю <Е<ь-а, [Ngd 
上 有 定义 、 连 续 , Ни 满足 以 上 为 利 普 希 英 常 数 的 利 普 希 英 条 件 ; 
2. 对 一 切 te [to, 如 十 a] 有 
F(0,t,0) = 0; (2.5) 
3. 5(^) ж лє [4,4 的 连续 函数 , 且 当 | 并 < d 时 有 
to < (А) < 6 +а; (2.6) 
那么 存在 Xo (0,4, 使 得 当 |А < № №, 方程 组 (2.4) 满足 条 件 
u(to(A), А) = 0 (2.7) 
的 解 u(t, 入 ) 在 整个 区 间 区 ,如 十 al 上 存在 , 且 对 te€ |, +а 一 致 地 满足 
lim u(t, А) = 0. (2.8) 
证 明 因为 从 (2.6) 即 知 , 对 所 有 上 є [to,to +а 有 不 等 式 |t (А) < a 成 立 ， 


所 以 根据 定理 2.1 的 注 2, 若 满足 不 等 式 (2.3), 则 问题 (2.4), (2.7) В шел) 当 
|A| < ло 时 就 在 整个 区 间 [to, to 十 a] 上 存在 . 而 且 这 时 由 (2.7) 有 
Mo = |2(0,#,А) ||. 


to пах 
ЇАІ<А0 


此 外 , 由 (2.5) 得 出 , 如 果 № 充分 小 , 那么 当 |A| < № 时 , | (0,6, А) | 可 任意 小 . 因 
此 存在 这 样 的 Ло, 使 得 当 |А |< № 时 , 不 等 式 (2.3) 成 立 , АНИ w(t, 入) |А < № 
时 在 整个 区 间 [20,6 + а] 上 存在 且 为 1 和 和 的 连续 函数 . 又 由 (2.5) 即 见 , 方程 (2.4) 
满足 零 初 始 条 件 (2.7) 的 解 当 入 = 0 时 为 u(t,0) = 0, 由 此 及 w(t, А) 的 连续 性 即 得 
(2.8). 引 理 2.1 证 毕 . 口 

三 、 微 分 方程 组 的 解 对 含 于 方程 组 右 端 和 初始 条 件 中 的 参数 的 连续 依赖 性 定理 
我 们 重新 考虑 方程 组 (2.1), 并 对 它 就 下 面 证 明定 理 2.3 时 所 需要 的 形式 , 来 证 明 解 
对 进入 方 程 组 右 端 和 初始 条 件 中 的 参数 А 的 连续 依赖 性 定理 . 设 DD 为 变量 (x,t) 25 
间 中 的 开 区 域 , 我 们 记 G = D х (|A| <а). 

定理 2.2 假设 方程 组 (2.1) 满足 条 件 : 

1. Ж f(z,t, 入 ) 在 区 域 G 中 有 定义 、 连 续 , 上 且 在 G 中 对 z 满足 利 普 希 英 条 件 . 

2. 由 (2.1) 式 中 令 入 = 0 所 得 到 的 方程 组 


dz 
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在 区 间 to << to 十 a 上 存在 满足 条 件 
z(to) = z0 (2.10) 
Й т = (1), 而 且 解 3(t) 不 越 出 区 域 D, ЖИ ЕЕ [加 ,加 十 oj №, 
(z(t), 9 єр. (2.11) 
3. 当 М < d 时 , (А) 和 6( 和 ) 为 满足 
to < toN) < tot+a, to(0)=to, 6(0)=0 (2.12) 


的 入 的 连续 函数 ; 
那么 存在 № (0 < № <а), 使 得 当 | 和 | <А 时 , 方程 组 (2.1) 满足 条 件 


2(10(А), А) = 20 + 6(^) (2.13) 
的 解 z(t, 入) 在 区 间 << to 十 a 上 存在 , 且 对 te [to, to 十 a] 时 一 致 地 满足 
бш z(t, А) = (0. (2.14) 
证 明 显然 , 当 t= t(A) № 20 满足 不 等 式 
| 有 (to(A) 一 2 |< М(®(^) 一 加 )， 


其 中 M = шах 17020,0) 1， 由 此 并 根据 (2.12) 式 , 亦 即 当 和 一 0 时 有 


(А) 一 to, 得 出 z(to(A)) = 20 + (А), Ж (А) 为 є [-4, 4 的 连续 函数 , В. 
=(0) = 0. 我 们 记 A(X) = (А) 一 «(А), 并 引进 新 的 函数 и 来 代替 г: 


u(t, Л) = (Л) -2@) – АО). (2.15) 


将 z(t, 入) = +и(в А) + А) КЛ (2.1) 和 (2.13) 之 后 可 得 关于 w(t, А) 的 微分 方程 
组 


Ри) = (EC) + ut (А), БА) ~ AGE0)， (2.16) 


及 初始 条 件 , . 
u(to(N), А) = 0. (2.17) 


因为 A(0) = 0, МЫ г є [to, to +a] 时 有 F(0,t,0) = 0, 即 方程 组 (2.16) 满足 引 
理 2.1 的 条 件 (2.5). 由 于 当 te [to, to 十 a] 时 有 (z(t), ВЕД ( 见 (2.11)), 所 以 存在 充 
分 小 的 b> 0 和 № > 0, 使 得 只 要 |а| < 5 和 |A| < №, 则 对 一 切 te [to, а 都 有 点 
(E(t) 十 4 十 人 A(A), ЕР. ЖЕЖ FF(w,t, 入 ) ЕКА |ы <, << оча, М < № 
上 有 定义 、 连 续 , НУ и ДЕ УСКИ, ЛАТ ДЕ 2. 1 的 所 有 条 件 . 由 引 
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理 2.1 知 道 当 А 充分 小 时 , 问题 (2.16), (2.17) 的 解 v(t, 和 当 [А < № 时 在 区 间 
to << ь +а ЕЯ, 且 极 限 等 式 іш u(t, 入 ) = 0 ўе lto, to 十 qj 一 致 地 成 立 . 由 
此 及 (2.15) 即 得 , 问题 (2.1), (2.13) НО х( А) 当 |А < № 时 在 区 间 t << ь +а 
上 存在 , 以 及 极限 等 式 (2.14) 成 立 . 定理 2.2 证 毕 . О 


87. 吉 洪 诺 夫 定理 
一 、 问 题 的 提出 “我们 现在 考虑 微分 方程 组 
2 = Рр), Чи = аль; (2.18) 


其 中 z 和 下 为 M 维 向 量 函 数 , y 和 f 为 т 维 向 量 函 数 , 4 > 0 为 小 参数 . 
我 们 给 定 初始 条 件 (为 了 简单 起 见 令 如 = 0) 


2(0, и) = 20, у(0, и) = у"; | (2.19) 


这 里 假设 20, у 与 4 无 关 , 并 在 区 间 0 < t < Т БЕТЭ (2.18), (2.19) 的 解 z(t, м), 
y(t, и). 


如 果 在 (2.18) 式 中 令 /= 0, 那么 就 得 到 方程 组 


0 = F(z,5,t), 2 = }(,9,1). (2.20) 


由 于 这 组 方程 的 前 MY 个 是 通 数 方程 而 不 是 微分 方程 , 它 的 总 阶 数 要 比方 程 组 (2.18) 
低 . 因此 在 上 一 章 82 中 我 们 称 它 为 退化 方程 组 . 于 是 对 (2.20) 给 出 的 初始 条 件数 目 
应 该 比 (2.18) 给 出 的 初始 条 件数 目 少 . 正如 在 84 中 指出 过 那样 , 最 自然 是 保留 y 的 
初始 条 件 , 即 令 

9(0) = у”, (2.21) 


而 丢掉 2 的 初始 条 件 . 

我 们 要 提出 的 问题 是 : 当 j 充分 小 时 , 问题 (2.18), (2.19) 的 解 z(t, р), ув н) 是 
否 接近 于 退化 间 题 (2.20), (2.21) 的 解 z(t), F(t) №? 关于 解 对 参数 的 连续 依赖 性 定 
理 2.2 在 这 里 不 能 用 , 这 是 因为 方程 组 (2.18) 不 是 属于 方程 组 (2.1) 那 种 类 型 ; 这 时 
车 将 (2.18) 写成 (2.1) 的 形式 , 则 当 jy = 0 时 其 右 端 就 不 连续 . 因而 令 y= 0 所 得 到 
的 方程 组 (2.20) 在 性 质 上 就 不 同 于 从 (2.1) 当 A = 0 时 得 到 的 方程 组 , 因为 方程 组 
(2.20) 的 阶 数 低 于 原来 方程 组 (2.18) 的 阶 数 ; 而 在 定理 2.2 那 时 看 到 的 情况 是 方程 组 
” (2.9) ( 当 入 = 0 时 的 退化 方程 组 ) 的 阶 数 , 它 与 原来 方程 组 (2.1) 的 阶 数 是 一 样 的 . 

为 了 求解 (2.20), 应 从 它 的 第 一 组 方程 = F(z,5,t) 选 出 解 了 = р, 1) (正如 在 
上 一 章 53 指出 那样 , 由 于 FF 的 非 线性 , 求 出 的 解 z 不 一 定 唯 一 , 因此 就 产生 应 选取 
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哪 一 个 解 的 问题 ), 然后 将 所 选 出 的 解 z = p(y,t) 代 人 (2.20) 的 第 二 组 方程 , 并 求解 
得 到 的 方程 组 初 值 问题 


2 ор, ,0), 90) = (2.22) 


可 以 想见 ，z(t) = (900), 2) 一 般 来 说 是 不 会 再 满足 (2.19) 对 z 所 加 的 初始 条 件 ， 
亦 即 200) 5 29; 因此 至 少 在 初始 点 t = 0 的 某 个 邻 域 里 , 退化 方程 组 的 解 z(t) 不 会 
接近 于 原来 方程 组 (2.18) ВИ 2( р). 是 否 在 这 个 邻 域 之 外 就 有 201, р) 接近 于 z(t) 
ШЕ? 完全 一 样 , МО<<ТН, 90 是 否 接近 于 退化 解 y(t, ш) № (我 们 注意 到 由 
于 (2.19) 和 (2.21), 当 = 0 В, 9(0) 与 у(0, ш) 是 相同 的 .) 这 些 问题 的 回答 可 能 是 
肯定 的 , 也 可 能 是 否定 的 , 这 完全 决定 于 对 (2.18) 和 (2.20) 所 加 的 条 件 . 特别 是 依赖 
ТЕЖ == р, 的 选取 . 下 面 给 出 的 定理 2.3 对 这 些 问 题 作出 了 肯定 的 回答 . 我 们 注 
意 到 , 对 于 考虑 在 86 中 的 方程 组 (2.1) 来 说 , 上 述 问题 已 在 定理 2.2 得 到 肯定 的 回答 . 
按照 82 中 的 术语 , 我 们 称 其 解 连续 依赖 于 参数 А 的 方程 组 (2.1) 为 正则 摄 动 的 方程 
组 ; 与 此 不 同 的 是 , 对 于 当 退 化 时 (и = 0) 发 生 降 阶 的 方程 组 (2.18), 我 们 称 它 为 厅 
异 摄 动 的 方程 组 , 或 者 奇异 摄 动 方程 组 . 


С. > (Тихонов) 定理 的 叙述 ”对 于 奇异 摄 动 方程 组 (2.18), 我 们 要 求 
它 满足 下 列 条 件 : . 

І.З F(z,y,t) 和 f(z,y,t) 在 变量 (z,y,t) 空间 的 某 个 开 区 域 G 中 连续 , 且 对 
z 和 ?满足 利 普 希 蒋 条件. 

П. 方程 F(z,y,t) 二 0 在 变量 (y,t) 空间 的 某 个 有 界 闭 域 万 上 存在 满足 下 列 条 
件 的 解 ( 根 ) 2 = (у, #): 

1. p(y,t) Я (0,0) + р Ба, 

2. 当 (р, 0) єр юж (ру, 0), у,#) ЄС; 

3. Ж 2 = у О БАЖУ, 亦 即 存 在 7 > 0, 使 得 当 (у, 0) єр, 0 < 
| 2— (0,2) [< п 9 F(z,y,t) #0. 

Ш. 初 值 问题 (2.22) 在 区 间 [0, 7] 上 有 唯一 解 3(), 而 且 当 t € (0, Т] 时 , 点 
(y(t),t) єр, 这 里 DD 为 闭 域 万 的 内 点 集 ， 此 外 , 我们 还 假设 对 (y,t) єрт 
?((у, 0), у) ЖТу 满足 利 普 希 英 条 件 . 


我 们 现在 (按照 吉 洪 诺 夫 的 说 法 ) 引进 所 谓 的 附加 方程 组 


Я = ЕЕ), т20; (2.28) 


其 中 ”和 + 看 成 参数 根据 条 件 II 2 обр, 0) 为 方程 组 (2.23) 当 (у) ер наж 
立 奇 点 . 我 们 进一步 假设 : 


ТУ. 方程 组 (2.23) #44 2= p(y,t) 是 在 利雅 普 诺 夫 意 义 下 关于 (y,t) ED 一 
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致 渐 近 稳定 的 . 

这 就 意味 着 对 任意 的 = > 0, 总 存在 着 ( 一 般 对 所 有 (y,t) є Р) (е) > 0, 使 得 
只 要 || 20) – ф(у, 2) |< 6(e), 就 有 | Z(7) – p(y,t) <e 对 一 切 了 >0 成 立 , 而 且 当 
т оо 时 有 ZT) 一 ф (у, 0). 

当 满 足 条 件 ГУ 时 , 就 称 根 z = yp(y,t) 在 区 域 D 上 是 稳定 的 . 

我 们 现在 考虑 当 y = у0, t = 0 时 的 附加 方程 组 (2.23): 


dz 


— = F(Z 40,0), > 0; 2.24 
ат (2, ,0) 了 ( ) 


以 及 初始 条 件 

2(0) = 25. (2.25) 
由 于 初 值 20 一 般 并 不 接近 于 奇 点 w( 加 ,0)， 因 此 问题 (2.24)，(2.25) И 2@) 当 
7 一 oo ИЖ ф(у°,0). 因此 还 需要 假设 : 


У. М (2.24), (2.25) 的 解 2(т) 满足 下 列 条 件 : 
1. 当 一 oo 时 ，Z(7) 一 p(y0,0); 
2. {+—Ит>ожж (21), у°,0) ЕС. 


这 时 按照 吉 洪 诺 夫 的 说 法 , 将 称 初始 值 20 属于 奇 点 = ф(уб,0) 的 影响 域 . 我 
们 在 此 不 仔细 地 研究 有 关 影 响 域 的 结构 问题 , 而 只 注意 由 于 奇 点 2 = (00,0) 的 渐 
近 稳定 性 , 因此 至 少 所 有 充分 接近 于 它 的 点 必须 属于 它 的 影响 域 . 当 z 为 数值 函数 
时 , 其 影响 域 的 结构 问题 可 以 较 简 单 地 得 到 解决 , 这 将 在 本 节 的 第 五 段 进行 讨论 . 


定理 2.3 ( 吉 洪 诺 夫 定理 ) 如 果 满 足 条 件 [人 У, 那么 存在 常数 po > 0, 使 得 当 
О<рҳ ро 时 , 问题 (2.18), (2.19) 在 区 间 [0, Т 上 存在 唯一 满足 极限 等 式 


lim у(, н) = 700), #Н0<Е<Т, (2.26) 
рэ 
lm 2( и) = z(t) = p(y(t),t), 当 0<tgT (2.27) 


的 解 z(t, и), у и). 


三 、 辅 助 引 理 ”我们 用 区 记 (z,y,t) 空间 中 满足 条 件 | 2 (р, 2) 上 < е, (y,t) є 
DD 的 点 集 . 
我 们 用 记号 {z : Q} 来 表示 具有 某 种 性 质 О 的 点 х 的 集合 , 于 是 


О. = {(2, 9,8): | z— p(y,t) 1< є, (9,t) єр}; 
以 DU。 记 О, ЮР, 即 


0: = {(z, y, t) : | 2 一 ф(у,1) [< Е, (у, 2) E р}. 
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引 理 2.2 ВИЖ АИТ. IV, 并 令 e > 0 为 使 得 07. C G 的 任意 小 的 数 ; 那 
么 存在 着 正 数 5 = 6(e) 和 ш = ро(є), 使 得 只 要 0< р < ро, 就 有 方程 组 (2.18) 满足 
初始 点 (z(to; 有 ;gto,jt) Е Us 的 解 z(t, и), у и) 在 二 关 如 上 存在 、 唯 一 ,而 且 只 
要 (уфы), 9) ЄР, М (2 и), ув ш), 0) 就 不 离开 Ue. 
证 明 我 们 从 区 间 (0, 5(e/2)) 中 任 取 一 数 作为 5, 这 里 5(e/2) 由 条 件 IV 所 确 
к. 首先 由 条 件 I 推出 : 至 少 在 初始 点 的 某 个 邻 域 里 , 解 存在 唯一 . 其 次 根据 定理 
2.1 的 注 1, ЖАН 0,, 则 可 用 唯一 的 方法 延展 . 于 是 剩 下 的 只 需要 证 明 存在 
ро = jo(e) > 0, 使 得 当 0< < po В (ур), Е РН, 解 就 不 会 越 出 U。. 如 果 我 
们 假定 这 样 的 ро 不 存在 , 那么 必定 存在 序列 {jw} : 94 п 一 оо 时 有 jn — 0, 使 得 对 
应 于 Hn 的 解 z(t, ип), y(t, pn) 有 具有 如 此 性 质 : 初始 点 (2({., ип), (Ёа, ра), ёа) Е 0%, 
其 次 在 t > 计 直到 某 个 时 刻 上 = 五 之 前 , 解 z(t, pm),y(t, ра) 满足 条 件 
|| 2(6, и") — Ф(У на), 0) 1< є, (0(, 6), д) ЄР, 
| zn pn) — Ф(У(., а), =) |= =, (Vln, а), in) ЄР. (2.28) 


我 们 用 2, 记 解 2 ра), у на) 在 区 间 (Ё, ,) 中 与 Us 边界 相交 的 最 大 t 值 , 即 
| z(tn, Ив) 一 p(y(tn, шт), tn) |= б, 且 当 如 <Ы << tn 时 有 


6 <| 2( pn) — p(y(t, pn),t) |< =. (2.29) 
点 列 (2(#., ра), Ул, Ша), вы) Е 05, 因此 从 中 可 以 选取 一 个 收敛 子 列 , 我 们 不 妨 还 用 
这 序列 本 身 来 表示 ; 因此 当 n 一 оо 时 有 

(z(tn, Р), y(tn,, An )， іл) 一 (2, 从 5, 
显然 , 极限 点 (2,7,0) Е 0. и 

此 外 , 当 р = ры 时 在 方程 组 (2.18) 中 进行 自 变量 替换 т = д” 这 就 把 方程 
组 变 成 如 下 形式 
= = F(z,y,tn + Нат), а = nf (2,0, + рат). 
于 是 所 考虑 的 解 就 变 成 z(t, jn) = 206, + рат, ра), y(t ра) = У + Бат, ра), В т 
的 函数 , 这 个 解 显然 满足 得 到 的 方程 组 和 初始 条 件 
z|r=0 一 z(tn, На), ylr=0 = y(tn, На). 


由 于 定理 2.2, 在 任意 有 限 区 间 0 < + < 区 上 , 关于 r e [0, 区 一 致 地 满足 极限 
等 式 


„бю z(tn + ит, ра) = (т), Шиа yin + рот, и») = HT), (2.30) 
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其 中 2), (7) 为 问题 
2 - РЕ), М -0 0 0 
的 解 ; 显然 Zr) = 0, 而 Z(7) 为 附加 方程 组 初 值 问题 

pb), 0) 一: 
的 解 . 因为 12- 20 六 上 = 5 < 5(e/2), 所 以 由 ТУ 即 知 , 当 r > 0 时 有 | (т) – 
(9,9 |< =/2, НЧ т — oo 时 有 (т) — (ў, Ё), 亦 即 在 某 个 > = то = тоб) > 0 时 
Ж || т) — (9,2) |< 6. 由 此 根据 极限 等 式 (2.30) 得 出 , 从 某 个 号 码 по 开始 , 使 得 
对 一 切 п> по, Мы <#< 1, + ПЖ 


|| z(t, и») — Ф(УЬ ра), ) |< =/2, (2.31) 
而 当 t= tn + рът 时 有 
|| z(tn + рото, ра) — p(y(tn + рото, Ша), tn + вто) |< 5. (2.32) 


如 果 т, < 1, + рато, 那么 不 等 式 (2.31) 5 (2.28) 矛盾 ; 如 果 Е, > + рото, 那么 不 
等 式 (2.32) 与 不 等 式 (2.29) 的 左 端 矛 盾 . 得 到 的 矛盾 证 明了 引 理 2.2. 口 

四 、 定 理 2.3 的 证 明 假设 任意 给 定 这 样 的 。 > 0, 使 得  c С. 选取 由 引 
理 2.2 所 确定 的 5 = 6(e), 并 考虑 附加 方程 组 初 值 问题 (2.24), (2.25). 由 于 条 件 У, 当 
т > оо 时, 它 的 解 (т) 一 p(y?,0), 亦 即 存在 这 样 的 m = m(6) > 0 使 得 


|| (то) — +(у°,0) |< 6/3. (2.33) 
在 原来 的 问题 (2.18), (2.19) 中 进行 变量 蔡 换 t = рт, 我 们 得 到 


dz dy 
= Р(2,у, ит), — = Hf(z,Y, пт); 
ат ат (2.34) 


21.0 = 20, yl|r=0 — у. 


因为 由 条 件 У 即 知 当 r > 0 时 有 点 (2), 90,0) є С, 所 以 根据 定理 2.2, 当 j 充分 
小 时 , 问题 (2.34) 的 解 2(тр, п), у(ти, и) 在 区 间 0 <т<п 上 存在 、 唯 一 , 而 且 关 于 
т Є [0, то] 一 致 满足 极限 等 式 


Ша, 2(ит, и) = 2(т), Шири) = 0". (2.35) 
亦 即 存在 这 样 的 jo > 0, 使 得 当 jy є (0, шо] 时 满足 不 等 式 


| (ит, в) — т) |< 6/3， 当 7 € [0, т]. (2.36) 
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此 外 , 由 于 f(z,y,t) 的 有 界 性 , 我 们 可 以 取 jo 如 此 之 小 , 使 得 当 т є [0, п, рє 
(0, шо] 时 有 (у(рт, и), ти) Е Р; 而 且 由 (2.35) 的 第 二 个 等 式 以 及 p(y,t) 的 连续 性 ， 
我 们 还 可 以 取 шо 如 此 之 小 , 使 得 当 0 < р < ро 时 有 


|| Ф(у(тош, и), тош) — (00,0) |< 28 (2.37) 
于 是 从 (2.33), (2.36) 以 及 (2.37) 即 得 
|| 2(тор, №) ~ Ф(у(тор, в), той) |< 6. 


亦 即 问题 (2.18), (2.19) 的 解 z(t, м) = =(тр, и), у и) = ут, и) Че =ь = тош 时 
满足 
(z(to, м), yto to ) Е Us. (2.38) 
由 于 引 理 2.2, 当 р (0 < p< po = jo(e)) 充分 小 时 , 解 = и), у и) 当 二 > 如 
时 可 以 唯一 地 进行 延 拓 , 且 只 要 (y(t,p),t) є р, 它 就 不 会 越 出 Us, 亦 即 当 t > to 时 ， 
Я (Уи) єр, 对 于 z(t, п) 就 有 等 式 


z(t, и) = Ф(У( 1),t) + Y(t, и) 


成 立 , 这 里 (Би) 为 满足 不 等 式 || y(t, и) |< 的 某 一 个 连续 函数 , 而 y(t, ш) 为 问题 
=. = Иру, t) 十 (ё, и), у, $), |0 一 y(to, и) = у? + с(џ) (2.39) 

的 解 , 其 中 由 (2.35) 的 第 二 个 等 式 可 知 : 当 и 0 В о(и) 一 0. 

现在 我 们 注意 到 方程 组 (2.39) 的 如 下 我 们 称 之 为 性 质 A 的 性 质 : 根据 定理 2.2 
由 条 件 Ш 得 出 , 对 于 任 给 的 7 > 0, 存在 这 样 的 eo(m), 使 得 如 果 у(ё, ш) Е 0 < 
t < Th 上 有 定义 、 连 续 , 这 里 То 为 区 间 (to, Т) 的 任 一 数值 , 且 当 г є [to, To] 时 满 
Ж | 76 и) |< eo(m), 以 及 车 还 有 to < во(п), (lo |< во(п), 那么 问题 (2.39) 的 
解 y(t, ш) 在 区 间 [to, Т] 上 存在 , 且 当 to < t < 时 , 点 (у) єр 以 及 满足 
| ум) — 9(®) |< т. 

我 们 给 定 任 意 小 的 ” > 0 和 区 间 (0, eo(m)] 中 的 任意 小 =, 而 选取 ро 这 样 小 , 使 
得 当 ре (0, ро] 时 满足 条 件 (2.38) 和 下 列 不 等 式 : 


to = тр = т (др < =0 (1), | о(и) |< eoln); 
Пу м) – у |< 1/2, 4 0<і<оео; (9.40) 
190) – 07 [< 7/2, 24 0<ts<to. (2.41) 


选取 这 样 的 ро, 显然 是 可 能 的 . 特别 , 当 po 充分 小 时 , 从 (2.35) 的 第 二 个 等 式 推出 
(2.40) 的 正确 性 , 而 (2.41) 的 正确 性 就 从 y(t) 的 连续 性 推出 . 
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ЊН (2.40) 和 (2.41) 得 出 
|206) – 90) |<, 0gtgto, б<и< и. (2.42) 


我 们 现在 证 明 : 问题 (2.18), (2.19) 54 1 = 加 时 位 于 Us ( 见 (2.38)) И =(6 и), 
y(t, и), 可 唯一 地 延 拓 到 上 = Т, 而 且 满 足 不 等 式 


1 ys, 0) — 900) 1< т Чо < tg TT (2.43) 


1 2(8, м) — фур), 0) |<, to <Е<Т. (2.44) 


事实 上 , 当 上 = to 时 , НТ (2.42) 和 (2.38), 不 等 式 (2.43) 和 (2.44) 显然 成 立 . 当 对 
解 从 点 t= 加 向 右 进 行 延 拓 时 , 由 于 z(t, р), у, и), p(y,t) 的 连续 性 , 不 等 式 (2.44) 
在 t= 如 右 端的 某 个 邻 域 (如 , 如 + А) 中 是 正确 的 ; 从 而 由 方程 组 (2.39) 的 性 质 A 即 
知 当 te (to, +В) 时 , 点 (y(t,p),t) єр 且 满 足 不 等 式 (2.43). 如 果 当 上 = 如 十 疡 时 
有 (2.44) 成 立 , 那么 解 又 可 以 向 右 进行 唯一 的 延 拓 ; 只 要 不 达到 上 = 人 或 者 不 破坏 
(2.44), 这 个 延 拓 过 程 总 可 以 继续 下 去 . 倘若 在 某 个 To є (to, Т) 处 不 等 式 (2.44) 不 
成 立 , 亦 即 


| || 2(6 и) — p(y(t, 1),t) < е, 4 ь <Е<ТЬ, 
(2.45) 


Й =(То, и) ~ Ф(у(То, и), То) |= =; 


那么 由 性 质 A, Чье [to, То] 时 , 点 (у и), 0) Е р; 于 是 由 引 理 2.2 即 知 在 1 = Tb 
处 , 解 位 于 07. 的 内 部 , 这 与 (2.45) 矛盾 . 
总 之 , 解 可 以 唯一 地 延 拓 到 上 = Т, 且 不 等 式 (2.43), (2.44) 成 立 . 由 (2.42), (2.43) 
得 出 
Пу, и) – 9® 1< т Че 0, Т]. 


由 于 ”可 任意 小 , 这 就 证 明了 极限 等 式 (2.26). 由 (2.26) 及 p(y,t) 的 连续 性 推出 , 极 
限 过 程 ши p(y(t, и), 0) = (00), 0 = Zt) 对 te lo, 了 一 致 地 成 立 . 

为 了 证 明 (2.27), 只 须 注意 到 在 (2.44) 中 的 = 可 以 任意 小 ; 而 当 р Е (0, шо] 充 
分 小 时 ，to = пр 也 可 以 取得 任意 小 . 定理 2.3 证 毕 . 


注 1. 解 z(t,p),y(t, р) 对 应 的 轨 线 L(t, р), 亦 即 在 (z,y,t) 空间 中 的 积分 曲线 , 当 и 0 
时 趋 于 由 两 条 连续 曲线 Lo 和 Го 组 成 的 曲线 Го, 其 中 Гол = {(2,у,8)|2 = (т), т> 0;y = 
多 ;= 0} 是 直线 段 , 这 里 的 2(т) 是 附加 方程 组 (2.24)，(2.25) 的 解 ; 而 Los = {(z,y,t)|z = 
z(t); у= 900); 0 gt < Т} 是 对 应 于 退化 解 的 曲线 . 

2. 对 于 y(t, ш) 的 极限 等 式 (2.26) 关于 ғ є [0, Т] 是 一 致 的 , 但 是 这 时 对 于 z(t, п) 的 极限 等 
式 (2.27) 关于 t € [0, Т) 却 是 不 一 致 的 , 不 过 它 关于 t € [5o, Т) 是 一 致 的 , 这 里 和 > 0 可 任意 
小 、 但 当 р = 0 时 是 固定 的 常数 . 


图 2 给 出 了 当 5 充分 小 时 间 题 (2.18), (2.19) 的 解 在 性 态 上 的 直观 表示 . 
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图 2 I 是 曲面 > = wp(y,tj，II 是 区 域 万 ，4 是 坐标 为 (z,y,t) = (z0,y0,0) 的 初始 点 ,4' 是 坐标 
为 (2,0,0) = (20,0,0) МА, А” 是 坐标 为 (z,y,t) = (0,0,0) 的 点 , 1 是 对 应 于 问题 (2.18)， 
(2.19) 的 解 z(t,p),y(t, и) 的 曲线 Г, н), 1 是 z = z(t,p) 的 图 形 , 1" у = У) 的 图 形 , 2 
是 对 应 于 退化 解 z(t), y(t) 的 曲线 Гоо, 2' 是 z = z(t) 的 图 形 , 2" Му = 5(t) 的 图 形 , 3 是 曲 
线 Гол. 


五 、 数值 情 况 下 影响 域 的 结构 ”如 果 z 是 数值 函数 , 那么 附加 方程 组 (2.24) 就 
是 数值 方程 . Ра 5 = (00,0), i = 1,2,..., 在 (2, т) 平面 上 就 是 表示 一 些 与 
т 轴 平 行 的 直线 ( 见 图 3). 假设 Е(2, 0,0) М 5 ХИН р. (у°,0) 时 改变 符号 , 并 设 符 
号 是 如 图 3 所 示 那 样 交替 变化 . 那么 奇 点 z = pa(y0,0) 将 是 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 渐 
近 稳 定 的 . 这 时 不 难 相信 , 如 果 取 正定 函数 V = (2 - (2)? 作为 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 那 
А = = 2(7- фо)Е(2, 0,0) 不 依赖 于 т 且 在 区 域 ps < < pi 中 处 处 为 负 定 函 数 ， 
从 而 保证 了 奇 点 8 = ф2(у0,0) 的 渐 近 稳定 性 ; 于 是 如 果 20 位 于 区 间 (из, pl) Ф, № 
М т 一 оо 时 就 有 т) 一 pa(y0,0). 


图 3 1, 2, 3 是 直线 z= yp; (40,0), #=1,2,3, ТЖ И 是 附加 方程 对 应 于 不 同 z0 值 的 两 个 解 的 
图 形 . 


总 之 , АРА 2 = 62(у°,0) 是 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 渐 近 稳定 的 , 而 它 的 影响 域 就 
是 区 间 (з, фл). 


第 三 章 ”奇异 摄 动 初 值 问题 解 对 小 参数 的 
渐 近 展开 


88. 引 论 


上 一 章 建立 了 表示 在 退化 问题 (2.20), (2.21) В 200), 700) 与 原来 奇异 摄 动 初 
值 问题 (2.18), (2.19) НОЯ =(6 и), у& и) 之 间 联 系 的 极限 等 式 (2.26), (2.27)， 从 定 
理 2.3 看 出 , 5(t) 可 以 用 来 作为 y(t, и) 在 整个 区 间 [0, Т] 上 具有 一 致 精确 度 的 渐 近 
近似 ( 见 87 第 四 段 后 面 的 注 2), 至 于 z(t) 的 情况 却 略 有 不 同 ; 因为 在 点 +t = 0 处 ， 
(и) 与 z(t) 之 差 的 量 为 z? 一 z(0), 因此 , 在 初始 点 t = 0 的 某 个 邻 域 中 , z(t) 就 不 
能 作为 z(t,p) 的 近似 (一 般 来 说 , 当 20 - z(0) 5 0 时 , 这 是 成 立 的 ) . 在 t=0 的 这 
个 小 邻 域 中 , z(t,p) 从 t=0 的 值 20 到 接近 于 z(t) 的 值 发 生 了 很 快 的 变化 ; 如 在 第 
一 章 说 过 , 我 们 称 这 个 小 邻 域 为 边界 层 区 域 . 但 是 无 论 任 给 的 如 > 0 多 么 小 , 只 要 当 
ш 0 时 是 固定 的 , 那么 z(t) 总 可 以 作为 z(t, и) 在 区 间 6, Т] 上 的 一 致 渐 近 近似 

然而 定理 2.3 丝毫 没有 谈 到 关于 这 些 渐 近 近 似 的 精确 度 , 因此 这 里 自然 要 提出 
关于 这 个 精确 度 的 估计 问题 , 并 进一步 提出 求 得 在 整个 区 间 [0, Т] 上 既 对 y(t,p), 也 
对 z(t, р) 的 一 致 近似 而 且 到 任意 精确 度 的 问题 . 在 第 一 章 84 中 , 我 们 曾 概 括 地 谈 到 
有 关 构 造 这 种 近似 的 基本 思想 , 这 一 章 将 详细 地 给 出 一 种 计算 方法 ; 根据 这 种 算法 ， 
我 们 实现 了 z(t, 1),y(t,4) 对 te [0, Т 且 具 有 精确 度 为 O(1"+1) 的 一 致 渐 近 近似 的 
构造 , 这 里 ”为 任意 正 整数 ; 此 外 , 我 们 还 将 证 明 这 个 估计 的 正确 性 . 这 些 结果 将 在 
59 ~ 511 中 作出 . 为 了 对 照 起 见 , 我 们 事先 在 这 一 节 的 第 一 、 二 段 , 对 正则 摄 动 方程 
组 和 对 在 线性 数值 方程 式 情况 下 的 奇 摄 动 问题 讨论 了 同样 的 问题 . 


38. 81% - 25. 


一 、 正 则 摄 动 初 值 问 题 的 解 对 小 参数 的 展开 式 ”由 第 一 章 的 叙述 清楚 地 知道 ， 
在 正则 摄 动 与 奇异 摄 动 问题 的 解 对 下 小 参数 的 渐 近 展开 之 间 , 存在 着 性 质 上 的 区 别 ， 
为 此 我 们 必须 进行 仔细 研究 . 我 们 首先 考虑 正则 的 情形 , 即 方程 组 (1.1)， 


2 一 f(z, Ё, и), (3.1) 
并 讨论 它 的 初始 问题 ， 
zZ(0,1) = 20. (3.2) 
假设 函数 f(z,t, и) 在 区 域 
В = {(5,6 р) | = 200) |< О<Е<Т, 0<р<4} (3.3) 
上 若干 次 连续 可 微 , 这 里 (+) 为 问题 
F=f, 40), 30) = (3.4) 


的 解 , 按照 假设 这 个 解 在 0 < t < Т 上 存在 , 其 中 5 > 0 和 d > 0 均 为 常数 .函数 
f(z,t,1) 所 需要 的 连续 可 微 性 次 数 与 我 们 要 求 渐 近 近似 的 精度 有 关 . 为 了 简单 起 见 ， 
不 妨 认 为 f(z,t,4) 在 区 域 (3.3) 上 无 穷 次 连续 可 微 . 

我 们 将 寻找 问题 (3.1), (3.2) 对 и ПЕЖО 


T(t и) = Tolt) + HE1(t) + и’ о (И) + + + ER(E) +... (3.5) 


下 面 带 有 这 个 级 数 的 所 有 运算 都 将 完全 是 形式 地 进行 , 对 此 应 当 把 它 简单 看 成 是 确 
ХЕ zx(t) 的 规则 . 将 (3.5) 代入 (3.1) 之 后 , 将 其 右 端 在 以 点 (во (0,60) 为 展开 中 心 
进行 泰勒 级 数 展开 , 合并 的 同 次 宕 项 之 后 即 得 


а о) + (О + + ИО +] = 000,60) 
+и0.002.0) + А00] +700) + fd] + (80) 
其 中 矩阵 了 (9) = (55) 的 元 素 及 向 量 л(0 = 97 的 分 量 都 是 在 点 (50, 6 0) 处 


进行 计算 , 而 向 量 f(t) 是 由 2,00), i = 0,1,… ,k 一 1, 按 某 种 确定 的 方式 表示 . 
比较 等 式 (3.6) 两 边关 于 j ВЛАЕ, 我 们 就 得 到 确定 z0(t), Fz1(t),… ， 
zk(t),… 的 方程 | | 
20 = (0,6,0), (3.7) 


22. = 7. + Л, 
| (3.8) 
т = f(t + fr(t), k= 1,2,3,:... 
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将 级 数 (3.5) КЛ (3.2), 并 比较 等 式 两 边 и 的 同 次 宕 系数 , 我 们 得 到 方程 (3.7), (3.8) 
的 初始 条 件 

20(0) = 20, (3.9) 

2ь(0) =0, К=1,2,3,-... (3.10) 


| 显然 , 用 来 确定 x0(t) 的 问题 (3.7), (3.8), 与 问题 (3.4) 完全 一 样 , 亦 即 x0(t) = 

z(t), 而 关于 Zk(t), = 1,2,.…, 的 方程 组 (3.8) 均 为 线性 方程 组 , 从 而 它们 以 (3.10) 
为 初始 条 件 的 解 在 区 间 0 < t < Т 上 唯一 存在 , 因此 我 们 可 以 确定 级 数 (3.5) Ж 
数 直 到 任意 号 码 п. 级 数 (3.5) 一 般 来 说 是 不 收敛 的 , 但 是 可 以 证 明 , 它 是 问题 (3.1)， 
(3.2) 的 解 z(t, р) 的 渐 近 展开 式 , 即 当 р (0 < jp < ш <4) 充分 小 时 , 不 等 式 


| zt, — Узи) |< си", 40<а<Т, 
是 正确 的 , 其 中 c > 0 是 与 t < 0, Т] 和 ре [0, ро] 无 关 的 常数 (但 一 般 来 说 是 依赖 
алая, 我 们 将 z(t, 1) = > иет, (к (+ А и) 代入 (3.1), (3.2), 
从 而 得 到 关于 A( и) 的 初 值 问题 , 我 们 将 它 写成 形式 
За =. )А+О(А, ьи), А0) = 


其 中 
СА, и) = КА + У`икть(2), +, п) – felt)A— = 4. NER(E). 


k=0 t 和 0 


由 此 利用 逐次 逼近 法 , 不 难得 到 所 需要 的 估计 
| д(#, и) |< сп"? 
我 们 不 在 这 里 进行 详细 的 证 明 , 因为 下 面 在 证 明定 理 3.1 的 余 项 估计 时 , 逐次 逼近 法 
的 类 似 特性 将 得 到 详细 地 讨论 . 
. 二 、 奇 异 摄 动 初 值 问题 的 线性 例子 ”正如 在 第 一 章 指出 过 那样 , РАЗУ) 


值 问题 的 解 对 小 参数 的 渐 近 展开 式 , 要 比 在 正则 摄 动情 况 下 的 级 数 (3.5) 有 更 复杂 
的 形式 . 我 们 以 数值 一 阶 线性 方程 式 的 奇 摄 动 问题 


Ре = а(0)х +88); 2(0,р) = 27 te (0, Т] (3.11) 
作为 例子 来 彻底 研究 这 个 问题 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 在 此 假设 函数 а(ё) 和 b(t) 对 
0.<t< 工 无 穷 次 连续 可 微 , 且 有 alt) 3 0. 问题 (3.11) 的 精确 解 为 


zt) = ае (1 { otas) + | 58) око (2 адне) а 


58. 9% 27 - 


将 右 端 第 二 项 进行 分 部 积分 之 后 , 由 此 容易 得 到 z(t, п) 对 小 参数 р ВУР. 
这 就 给 出 


206и) == ер (2 [ 459) 一 2 十 дек p (2 [ ojd) 
Еу = (2 [ ош) 
ры 


а] чо) 


( 撤 号 表示 对 t 求 导 ) . 再 一 次 分 部 积分 就 有 
EE 
Ден) в 
уч 


继续 采用 这 样 的 方法 进行 分 部 积分 , 可 得 解 z(t, п) 的 形式 级 数 展开 , 它 是 由 两 种 类 
型 的 项 组 成 : 纯粹 р 的 寡 次 项 


六- 二 
以 及 除了 и 的 者 次 项 外 , 还 含有 如 下 指数 因子 的 项 
Б + < и 人。 +. | exp (; [ 45а). (3.14) 


这 时 我 们 注意 到 , 级 数 (3.13) 也 可 以 用 别 的 办 法 得 到 , 例如 用 类 似 于 在 正则 摄 
动情 况 下 构造 级 数 (3.5) 的 方法 得 到 ; 为 此 我 们 用 级 数 


zo(t) + ит1(0) + + FR(E) + (3.15) 


代替 (3.11) 中 的 z, 并 比较 等 式 
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а 
рр (Во 十 /5 ++ “к +...) = а(ё) (zo + ил +. + ить +...) + b(t) 


两 端 关 于 р 同 次 寡 的 系数 即 得 ， 


dzk_1 
аё 


(显然 , 这 些 方程 中 的 第 一 个 就 是 对 应 于 (3.11) 的 退化 方程 ), 由 此 推出 


_ b(t 1 /bt)N 
zo(t) = 59, F(t) =-5 (28) а. 
这 与 (3.13) 完全 一 样 . 因此 在 问题 (3.11) 的 解 (0, и) 的 展开 式 中 , 存在 着 类 似 于 正 
则 摄 动 解 的 级 数 展开 (3.5) 的 部 分 . 但 是 不 难看 出 , 这 部 分 的 项 并 不 满足 级 数 (3.5) 
的 项 所 满足 的 定 解 条 件 , 因为 一 般 来 说 , 和 (0) 关 20, ть(0) 30, к =1,2,...; 亦 即 , 只 
有 (3.13) 形式 的 项 , 至 少 在 上 = 0 附近 , 不 给 出 解 z(t, ш) 的 近似 . 
但 是 在 z(t, и) 的 展开 式 里 还 有 第 二 部 分 , 即 级 数 (3.14). 我 们 假设 a(t) < 0, 这 
是 为 了 使 得 辅助 系统 (在 我 们 的 例子 中 , 这 是 一 个 方程 式 ) 


dz _ 
dr 


0 = а(#) 5 + b(t), 


= (0), k=1,2,... 


—а()2 + b(t) 


МН а = -%0 是 渐 近 稳定 的 ( 见 定理 2.3 的 条 件 ТУ). 于 是 级 数 (3.14) 的 项 将 


随 :的 增 大 而 很 快 地 趋 于 零 , 可 是 在 + = 0 附近 却 不 会 很 小 ,我们 看 到 , 对 于 正则 撤 
动 系统 的 展开 式 (3.5), 并 不 含有 这 样 的 项 
在 指数 因子 exp (1 | а() ав) 中 进行 变量 替换 t= рт, в = ср 之 后 , 可 得 


exp (; [ 099) = ехр [в (меда) 


( 
-op(f [а(0) + ра’ (0)é+= TAO +: 03 
( 


= exp | а(0)т + ра (07 + иа" 0) + =.) 
= ехр (ву) [на Ом (0) + | 
+3 [ра 05 + 2а" ( 0) + ау +. |} 


由 此 得 出 , 级 数 (3.14) 可 以 表示 成 其 系数 与 r(r = ©) 有 关 的 и МАЕК, 对 于 
这 样 的 寡 级 数 , 在 利用 第 一 章 34 的 记号 之 后 ( 见 (1.26)) 即 为 


По(т) + Ш (т) + + Пат) +. (3.16) 


58. і . 29. 


在 这 个 例子 中 有 


| ехр 90), 


по) = (2650 )а 10) + +2068), ‚| е (ау), 


不 难 验证 , 边界 项 (或 者 边界 函数 ) П, (т) 具有 在 $4 中 指出 的 所 有 性 质 ， 由 于 
a(0) < 0, 当 со 时, 这 些 项 都 指数 式 地 趋 于 零 . 其 次 , 合并 (3.13) 和 (3.16) 即 可 
看 出 , и 的 同 次 寡 系 数 已 经 满足 如 正则 摄 动情 况 中 当 上 = 0 时 那样 的 初始 条 件 . 实际 
上 ， 


По(т) = |20 十 


Бо (- 68е аа лы 


Portal 人 -证 的 者 oz 


+19 (2) ] exp (a(0)7) }, = 0， 


等 等 , 亦 即 边 界 项 (3.16) 对 不 满足 初始 条 件 的 级 数 项 (3.13) 进行 了 校正 . 在 寻找 问 
题 (3.11) 形 如 级 数 (3.15) 的 解 时 , 这 种 不 满足 初始 条 件 的 现象 是 必然 要 出 现 的 , 因 
为 确定 这 个 级 数 的 系数 并 不 需要 任何 定 解 条 件 . 


从 (3.12) 得 出 , В в = -2 与 级 数 (3.14) 的 头 一 项 


5(0) 1 “as 
6 Ц 0) ° (2, [ ( №) 
一 起 就 已 给 出 了 解 z(t 办 关于 te [0, 如 且 (具有 一 致 浙 近 ) 精确 度 为 OU 阶 的 一 
致 近似 . 由 于 显然 ， 


t 
По(т) 与 (2 + = ехр (= / oo) 
只 在 р 阶 量 上 的 不 同 , 因此 [zo(t) + По(т)] ЧАН аё, р) 具有 О(и) 精确 度 的 一 
致 渐 近 近似 . 其 次 不 难 验证 , 如 果 在 (3.13) 和 (3.16) 中 不 仅 取 头 一 项 , 而 且 取 到 п 阶 
项 的 部 分 和 ， 那么 可 得 到 具有 "+! 阶 精确 度 的 一 致 渐 近 解 . 
总 之 , 问题 (3.11) № т(& 的 渐 近 展开 式 是 由 其 系数 分 别 依 赖 于 t 和 7 的 两 个 
р 的 震级 数 所 组 成 : 


z(t, и) = 2000) + их (® + - + (т) + р (т) +, (3.17) 


这 就 证 实 了 在 第 一 章 中 提出 的 关于 级 数 (1.26) 的 结论 . 
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89. 在 一 般 情况 下 构造 奇异 摄 动 初 值 问题 解 的 渐 近 展开 式 算法 
一 、 补充 要 求 ” 我 们 重新 回 到 在 第 二 章 中 研究 过 的 奇异 摄 动 初 值 问题 


п = Ру), 9 = Дель (8.18) 
2(0, и) = 2, (0, н) = 07. (3.19) 


与 前 面 一 样 , 这 里 2, Ру, 7 分 别 为 М 维和 т 维 向 量 函 数 . 

为 了 构造 问题 (3.18), (3.19) 的 渐 近 解 , 我 们 需要 比 在 定理 2.3 中 给 出 的 更 强 条 
件 . 

І 我 们 假设 在 区 域 G Ф, 函数 下 (z,gt 和 f(z,y,t) 具有 足够 次 数 的 连续 可 微 
性 (在 下 一 节 的 第 一 段 中 将 确切 地 给 出 所 需要 的 连续 可 微 性 次 数 ). 


定理 2.3 中 的 条 件 IL ШУ 仍然 不 变 , 且 在 此 重新 把 它们 记 作 П, Ш, У. 
定理 2.3 中 的 条 件 ТУ, 即 关于 附加 方程 组 


dz _ 
== = Е(2,0,0); 0,12%, 


的 孤立 奇 点 = (у, 1) 必须 是 对 (у, є 万 一 致 渐 近 稳定 的 假设 , 由 于 在 构造 渐 近 
解 时 , 需要 有 能 够 保证 渐 近 稳定 性 的 具体 条 件 , 亦 即 一 次 近似 的 稳定 性 条 件 . 为 此 我 


们 用 м0, = 02... м, 表示 矩阵 Ради = ( 5 ) МЕ, 


t) 
而 以 入 (t) 表示 和 矩阵 五 .(t) = Р, (о(9(0), 0), 700), 0) 的 特征 值 , 亦 即 м №0960), #), 
3 9(1),2(8) = (71), #) 是 退化 问题 


о-в), 2-0) 00) = (820) 
的 解 , 而 ХО 就 是 从 特征 方程 
det(F,(t) – ЛЕм) =0 (3.21) 


求 出 的 根 (今后 Ем 均 表示 М х М 阶 单位 和 矩阵) . 
ТУ. 假设 对 te [0, 如 有 
Вел; (1) <0, #=1,2,...,М; (3.22) 
并 称 (3.22) 为 稳定 性 条 件 . 


当 满足 这 个 条 件 时 , 由 于 Р, (ри, 0), о, 0) 的 连续 性 , 从 而 保证 了 和 i(y,t) 的 连续 

性 , 因此 存在 区 域 万 = (00,0) : |у- 90| < 5, 7 > 0 为 常数 ; 0 < t < т} с 万 使 得 
对 (y, 旭 Ee Di 有 

Вел; (0,0) <-а<0, 1=12,...,М (3.23) 
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(a > 0 为 某 一 常数 ) . 由 此 可 以 推出 ,ZZ = yg(y,t) 是 附加 方程 组 关于 Di 一 致 的 渐 近 
稳定 奇 点 ( 亦 即 满足 定理 2.3 的 条 件 IV) . 在 810 节 第 三 段 的 注 3 将 给 出 这 个 结论 的 


二 、 В (3.18), (3.19) 渐 近 解 的 算法 ”我 们 来 寻找 问题 (3.18), (3.19) 形式 


я t 
24 и) = 6 и) + Пати), т= 7, (3.24) 
的 解 的 渐 近 展开 式 (5 (3.17) 比较 ), 其 中 
F(t, и) = 000) + ит1(0) + + KER(E) +, (3.25) 
Hz(7, и) = Ioz(7) + ии z(7) +... + peIIEZ(T) + ...; (3.26) 


今后 ，z 总 是 表示 z 和 y 的 总 体 , 亦 即 如 果 对 xz 写 出 某 些 关系 式 , 那么 就 意味 着 对 z 
和 у 两 者 来 说 , 这 些 关 系 式 也 完全 一 样 成 立 . 此 外 , 不 同 于 (3.17), 我 们 把 边界 函数 
记 作 Ikz(r) (而 不 是 像 在 (3.17) 那样 记 作 Пь(т)); 因此 记号 п 一般 是 用 来 表示 只 
在 初始 点 的 小 邻 域内 存在 、 而 随 着 т 的 增 大 迅速 趋 于 零 的 各 种 不 同 函数 : HIkz, Пку 
(以 及 下 面 出 现 的 I If 等 ) . 对 于 每 一 个 Ш 可 以 看 成 某 一 个 算 子 , Е 
对 于 任意 一 组 函数 (zx, Ff) 的 作用 是 按照 即将 在 本 段 阐明 的 一 种 十 分 确定 的 规则 进 
行 的 . 
把 (3.24) ЖА (3.18), 且 为 了 对 称 起 见 , 将 第 二 组 方程 也 乘 以 jy 即 得 
„2 + 2и = Р(2 + П2,7 + Пу, 1), 
РЕ + 218 = р} (2 + Па, у + Пу, $. 
我 们 总 可 以 把 (3.27) 的 右 端 转换 成 与 (3.24) 右 端 相似 的 形式 ; 为 此 我 们 对 书写 出 这 


个 转换 (对 于 f 也 完全 一 样 做 出 ) : 


Е(2 + Па, у + Пу, = РЕЖ и) У и), + 


(3.27) 


[F(z(p7, ш) + Па(т, и), (ит, и) + Пу(т, и), ит) — Е((ит, и), (ит, и), ит) 
= Ё + ПЕ. 


# т М По 的 展开 式 (3.25) 和 (3.26) 代入 上 式 , 然后 进一步 把 下 和 ПР 展开 成 p 
的 宕 级 数 形式 : 
Е = F(z(t, р) Ш), 0) 
= F(z0(t) + p21(t) +122300) +, (0) + py1(t) + 2920) +... ,0) 
= Е(20(#),90(0),0 + ИЕ, (0)21(0) + Е (ул) + В] + --- (3.28) 
ЧАР, (02600) + Е,(0)9, (0) + 00] + 
= Ро + РЕ: +. + АР +... , 
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其 中 矩阵 下 .的 = (25) Ри = ( 2 ) 的 元 素 是 在 点 (zo(0), 而 的 , 台 处 进行 
计算 , 而 向 量 F(t) 是 用 2,00), 7,00), i = 0,1,… ‚К 1, 按 确定 的 方法 表示 的 . 


HF = F(z(p7, р) + Па(т, р), 了 pm и) + Пу(т, и), рт) — Е(2(рт, ш), У(ит, и), ит) 
= Е(20(рт) + p21(p7) + р? (т) + ++ + По2(т) + Ш (т) + и?По2(т) +... , 
Зо (ит) + Ал (ит) + рӯ (ит) + + Поу(т) + иПлу(т) + и?Поу(т) +... , рт) 
-Е(20(ит) + и (ит) + 232 (т) +: ‚Яо (мт) + ил (ит) + и? (ит) +: шт) 
= [F(z0(0) + Пол(т), ӯ0(0) + Поу(т), 0) — Е(20(0), 9000), 0)] 
+1 [Е (т), (т) + Р (т) у(т) + 61(7)] 十 … 
+” [Е (т)Пь=(т) + Еу(т)Пьу(т) + Сь(т)] +: 
= ПоЁ + И Е+..- + ПЕ +..., (3.29) 


其 中 矩阵 РЕ, (т) 和 В,(т) 的 元 素 是 在 点 (zo(0) + Пог(т), yo(0) + Поу(т), 0) 处 进行 
计算 的 , 而 向 量 С, (т) 是 用 Iliz(r),i = 0,1… ,k 一 1, 按 确定 的 方法 表示 的 . 

对 于 函数 у (2, у, 1) 同样 的 展开 式 也 成 立 ，(3.29) 中 最 后 的 等 式 实际 上 就 是 算 子 
П,, 6 = 0,1,2,…, 的 定义 . 

现在 将 已 = 五 +IHRE 和 了 = +IF 代入 (3.27) 即 得 

и 2 = 万 IIR п + 0 урип (3.30) 

用 展开 式 (3.25), (3.26) КА ЕЛЕ 2, 9, По, Пу, 而 右 端 用 展开 式 (3.28), (3.29) 
以 及 了 和 Пу 用 同样 的 展开 式 代替 ; 然后 令 / ВАСЕ ОНЕ, 并 且 把 与 上 有关 
的 项 和 与 т 有 关 的 项 分 开 , 即 可 得 到 确定 展开 式 (3.25), (3.26) 各 项 系数 的 方程 . 

对 于 零 次 近似 ОМИ то (1), Пох(т)) 我 们 有 


0 = Ро = F(z0, Yo, t), 3% = fo = f (zo, Yo,t). (3.31) 
显然 , 方程 组 (3.30) 与 (3.20) 的 退化 方程 组 完全 一 致 . 此 外 , 我 们 还 有 
о = Р = Е(20(0) + Пол, (0) + Поу, 0) = Е(20(0), 90(0), 0) 
= F(z0(0) + Пог, (0) + Поу, 0), (3.32) 
200 = 0. 
ат 


(由 于 (3.31) 有 Е(20(0), 70(0), 0) = 0). 
对 于 展开 式 (3.25), (3.26) 中 带 有 下 标 1 的 项 , 可 得 方程 组 


О = F = Р.В Р), 
(3.33) 


— =Л ЕЛ, (1 + 7,0); 
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ап; 2 
ат 
ЯП у 
ат 


= ШЕ = Р, (т): + Е (т) Шу + С1(т), 
(3.34) 


= Поў = f(z0(0) + По2, 95 (0) + Шоу, 0) 
—1(20(0), 90(0),0); 
其 中 
G1(7) = [Е/(т) ~ Е, (0)] [8 (0)т + 21(0)] + [Е (г) — F, (0)] 
х [50(0)т + 91 (0)] + [Е.(т) — Ек(0) т. 
一 般 来 说 , 对 于 展开 式 中 下 标 为 大 Е = 1, 2,……, 的 项 可 得 方程 组 


(3.35) 


а 


| T+) = Р, = Р) + Руб» + РАО, 
(3.36) 


Ел = = f(t)2 + f(t + 700); 


ат 
2ш = Пк 1$; 
这 里 的 (0) 与 Р) 类 似 , 也 是 用 58,9.) i = 0,1,… К -1 按 确定 的 方法 表 
示 的 . Пь 17 是 IF 类 似 于 ПР (3.29) 的 展开 式 中 用 Hiz, Пу, = 0,1…… ,大 一 4 
表示 的 е1 的 系数 . 
为 了 从 所 得 到 的 方程 组 中 求 出 展开 式 (3.25), (3.26) 的 项 , 还 需要 给 出 初始 条 件 . 
为 此 , 将 (3.24) 代 人 原来 的 初始 条 件 (3.19) 之 后 得 到 


2 ПРЕ F(z + Е) ки + G(T), 
(8.37) 


| 20(0) + pz1(0) + :+ П02(0) + pIi1z(0) +... = 25, 88) 
(0) + 9, (0) + --- + Поу(0) + иП1у(0) 十 = 3; 
令 (3.38) 两 边 中 ш 的 同 次 寡 系 数 相等 , 于 是 对 于 零 次 近似 得 到 

20(0) + П02(0) = 2°, 90(0) + Hoy(0) = у; (3.39) 


由 于 z0(t),zo(t) 是 方程 组 (3.31) 的 解 , 因此 对 2000) 不 需要 再 加 上 定 解 条 件 , 而 对 
V(t) 自然 是 像 在 退化 问题 (3.20) 中 那样 给 出 初始 条 件 , 亦 即 
.加 (0) = 4°. (3.40) 
”于 是 问题 (3.31), (3.40) К 2000), 7000) 就 与 出 现在 关于 极限 过 程 的 定理 2.3 中 的 退 
化 解 z(t) = 29,0, 500) 完全 一 致 . 因此 退化 解 就 是 级 数 (3.25) 的 主 项 , 这 也 与 在 
$8 中 讨论 过 的 线性 例子 完全 一 致 . 
由 (3.39) 并 考虑 到 (3.40), 即 得 方程 组 (3.32) 的 初始 条 件 为 


IIoy(0) = 0; (3.41) 
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П02(0) = 2° – 20(0). (3.42) 
于 是 (3.32) 的 第 二 组 方程 在 初始 条 件 (3.41) 之 下 的 解 为 
| Поу(т) =0 Жт>0. 
因此 根据 (3.40), 对 于 Поз 我 们 得 到 方程 组 


Te = F(z0(0) + Iloz, 0,0), (3.43) 


其 中 z(0) = ф(у°,0). 不 难看 出 , 方程 组 (3.43) п 可 以 从 附加 方程 组 宪 5 = = Е(2,у0,0) 
经 代 换 z = 20 (0) + Ш2 188]. 因此 点 Поз = 0 就 是 方程 组 (3.43) 的 奇 点 ， 由 稳 
定性 条 件 (3.22) 即 知 奇 点 Пос = 0 是 渐 近 稳定 的 .又 因为 从 条 件 У ЯНЕ, 初始 值 
Hoz(0) = 20 一 zo(0) 是 属于 这 个 奇 点 的 影响 域 , 所 以 有 


. По2(т) +0, 4 тоо. 


关于 当 т 一 оо 时 Пог(т) 趋 于 零 的 更 精确 估计 将 在 $10 中 得 到 ; 因此 , 零 次 近似 就 
完全 确定 了 . 
在 (3.38) 中 , 令 и ИНА, 我 们 即 得 


21 (0) + П:2(0) =0, 910) + IT1y(0) =0. (3.44) 


我 们 考虑 (3.44) 中 的 第 二 个 等 式 , 如 果 没 有 任何 补充 的 假设 , 那么 只 从 这 个 等 式 是 
不 能 确定 初始 值 六 (0) 和 Hiy(0) 的 . 这 样 的 补充 假设 就 是 当 т 一 оо 时 , 边界 函数 应 
趋 于 零 的 条 件 (我 们 注意 到 利用 这 个 在 定理 2.3 没 有 引用 过 的 条 件 , 就 可 以 从 (3.39) 
确定 零 次 近似 的 初始 值 ) . 

由 (3.34) 的 第 二 组 方程 我 们 有 


ши) = њи) + | ‘Hof(s)ds; 
由 此 根据 当 т 一 оо 时 有 Iay(r) 一 0 的 条 件 , 即 得 
Il1y(0) = 一 ] ” Ilof (s)ds. (3.45) 
0 


(关于 这 个 反常 积分 , 以 及 在 下 面 出 现 的 类 似 积 分 的 收敛 性 , 将 在 $10 中 证 明 ) . 最 后 ， 
对 于 Шут) 得 到 表达 式 


П,у(т) = – Г По/(з)аз. (3.46) 
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而 这 时 从 (3.44) 的 第 二 个 等 式 得 出 

0) = | ~ поу(в) в. (3.47) 
下 面 我 们 转 到 方程 组 (3.33); 为 了 对 它 进行 求解 ,需要 从 第 一 组 方程 中 解 出 z(t)， 
而 这 是 可 能 的 , 因为 根据 条 件 Вел, (0) < 0 (№ (3.22)) ВП дее, 关 0. 将 得 到 的 
zi(t) 表达 式 代入 第 二 组 方程 , 并 求解 具有 初始 条 件 (3.47) 的 关于 у, (0) 的 线性 微分 

方程 组 , 从 而 求 出 2, (0), у, (0). 而 由 (3.44) 的 第 一 个 等 式 即 得 
IT z(0) = — #1 (0). (3.48) 
为 了 求 出 Hiz(r), 由 于 Hiy(r) 已 经 求 出 ( 见 (3.46)), 现在 只 需求 解 具有 初始 条 件 


(3.48) 的 (3.34) 第 一 组 方程 就 可 以 了 . 这 就 确定 了 展开 式 (3.25), (3.26) 中 所 有 下 标 
为 1 的 项 . 


利用 定 解 条 件 
Пьу(т) 一 0， Что, 
9% (0) = ] Пь_1/(5)аз, (3.49) 
Пь2(0) = #4 (0) (3.50) 


可 以 从 方程 组 (3.36)， (3.37) 完全 类 似 地 确定 .IIky(7)， 9.00), Zk(t), Пь2(т), Е = 2, 3, "”’. 
因此 , 初 值 问题 解 的 形式 展开 式 (3.24), (3.25), (3.26) 就 构造 出 来 了 . 


510. 余 项 估计 


1. 定理 3.1 的 叙述 ”现在 我 们 确切 地 叙述 条 件 I 中 有 关 函 数 (2,0,0), f(z,y, 2) 
的 连续 可 微 性 阶 数 ， 我 们 记得 在 第 二 章 中 曾经 用 Lo 表示 (z,y,t) 空间 中 的 这 样 曲 
线 , 它 是 原来 问题 解 z(t, и), y(t, и) ЕН и) Ч р 0 时 所 趋向 的 极限 曲 
# ( 见 定理 2.3 的 注 1) . 所 谓 曲 线 Lo 的 e- 管 是 指 空间 (2, у, ё) 中 所 有 与 Го 的 距离 
(在 86 中 所 引进 范 数 的 意义 下 ) 不 超过 с 的 点 集 . 显然 , 存在 着 充分 小 的 。 > 0, 使 得 
当 6 <e 时 , 曲线 Lo 的 5- 管 整个 地 含 于 在 定理 2.3 和 条 件 工 中 出 现 的 区 域 G 中 . 下 
面 仍然 用 I 记 经 过 确切 叙述 的 条 件 工 . 


L 假设 函数 F(z,y,t) 和 f(z,y,t) 在 曲线 Lo 的 某 个 5- 管 中 ,对 它 的 所 有 变量 具 
有 直到 包括 (п+2) 阶 @ 在 内 的 连续 偏 导数 . 

在 这 个 条 件 下 , 我 们 考虑 展开 式 (3.25), (3.26) 中 直到 包括 下 标 п 在 内 的 项 , 并 用 
Xn(t, и) 表示 展开 式 (3.24) 的 п 阶 部 分 和 : 


хын) = 六 性 区 的 +Iztr) (8.51) 


k=0 


@ 这 个 有 关 已 和 光滑 性 的 条 件 可 以 稍微 放松 . 
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定理 3.1 (VasilYeva) 当 满足 条 件 I~ V 时, 必 存 在 常数 jyo > 0 和 c > 0, 使 得 
当 pe (0, по] 9, ЯЖ (3.18), (3.19) 的 解 2(6 п), (н) 在 区 间 0 < tT 上 在 在 、 
唯一 且 满 足 不 等 式 | 


| 5(6. №) — Х»(6 и) |< си", ве (0, Т]. (3.52) 
注 由 定理 2.3 即 可 得 出 解 得 存在 性 和 唯一 性 ; 但 是 从 估计 式 (3.52) 的 证 明 中 , 我 们 不 依靠 
定理 2.3 而 顺便 地 再 一 次 证 明了 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 


定理 3.1 的 证 明 将 在 本 节 的 第 四 段 进 行 . 在 第 二 段 给 出 线性 微分 方程 组 和 积分 
方程 组 某 些 结果 的 预备 知识 , 而 在 第 三 段 证 明 边界 函数 指数 式 减 小 的 估计 . 


2. 微分 和 积分 方程 组 解 的 向 量 -矩阵 形式 记 法 假设 4 = (а) 为 1x т И 
阵 . 根据 在 86 中 给 出 的 向 量 范 数 的 定义 (|1 |= mgx |1), 我 们 用 等 式 


т 
А1 Dl 
141 П 2,190) 


来 定义 矩阵 的 范 数 (例如 参看 [13]) .于 是 对 任意 т 维 向 量 z,y 和 ! x т 阶 和 矩阵 
А, В, 有 下 列 关系 式 成 立 : 


Рау [2 1+ 19165 14+ В + А|+[8В 
| Аз |< А 112 |; | АВ || АВ 
|| с [= |е | zl; |А |= 16 1А 15 


其 中 с 为 常数 ， 如 果 А = А = (2:00), ЖА А00) = (9:00) 为 矩阵 40) 的 
й, еда = (Г о) й) ЖЕ: А 的 积分 ， 不 难看 出 , 当 。< b 时 有 
1 Atat |< Јо A Nl at. 

考虑 线性 齐 次 微分 方程 组 


2 = А(х, +20, (3.53) 
其 中 z 为 ! 维 向 量 函数 , 而 4(b 为 在 [0, оо) 上 连续 的 1 x ! 阶 方 阵 . 

设 X(t) 为 方程 组 (3.53) 满足 条 件 X(0) = Е (Ei 为 1 x i ИУ) 的 基本 
解答 阵 〈 亦 即 其 列 向 量 为 方程 组 (3.53) 的 线性 无 关 解 的 矩阵 ), 那么 方程 组 (3.53) 满 
足 初始 条 件 z(0) = 20 的 解 为 

| - (8 = Х(020. 
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非 齐 次 方程 组 р 
元 = 4(92+ f(t) 


满足 初始 条 件 (0) = х0 的 解 可 以 写成 
z(t) = Х(0)2° 十 [ X(t)X- 1(s)f(s)ds. (3.54) 
如 果 4( = А 为 常数 和 矩阵 , 则 X(t) ЕЕ 


X(t) = exp(At) = БА А+. .十 Ре. 


К! 
而 且 有 

X-1(s) = Х(-8) = exp( 一 45)， X(t)X-!(s) = ехр(А(# - 3)). (3.55) 

如 果 和 矩阵 4 的 任 一 特征 值 ^ 都 满足 不 等 式 Вел; < -a < 0, 那么 存在 常数 


с> 0, 使 得 对 t>0 有 
| ехр(АЙ |< cexp(—at). (3.56) 


这 是 由 于 : 作为 基本 解 矩 阵 ехр(А#) 列 向 量 的 x;(t), = 1,2,… ,4, 是 方程 组 (3.53) 
的 线性 无 关 解 , 且 其 形式 为 x;(t) = Р. (8) ехр(№1), = 1,2,... ,4 这 里 P(t) 为 的 
多 项 式 . 

现在 考虑 线性 非 齐 次 的 Volterra 积分 方程 组 


z(t) = [ К(Е 3) (5) ав + f(s), 


其 中 z(t) 和 f(t) 为 ! 维 向 量 函 数 , 而 K(t,s) 为 矩阵 核 (1 x 1 阶 方 阵 ). 假设 О 和 
K(t,s) 分 别 在 0<t< 工 和 0<s<t<gT 上 连续 . 于 是 上 面 的 积分 方程 组 存在 唯一 
的 连续 解 , 它 可 以 写成 如 下 形式 


z(t) = f(t) + [ Re 8) f(s)ds, (3.57) 


其 中 R(t, з) 为 核 K(t, з) 的 预 解 式 (1 x ! 阶 方 阵 ), 它 由 (在 区 域 0< ss<t<T 上 一 
致 收敛 ) 的 级 数 


R(t, (t, s) = Ук 5)， 
所 确定 , НРК КЬ, з) 为 
Кз) = K(t,s), Кз) = ] "КРК, 8), k = 2,3,... 


(例如 参看 44). 
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3. 边界 函数 的 估计 
引 理 3.1 对 于 边界 函数 TI;z(7), i = 0,1,2,… п, 有 不 等 式 
|| Hiz(7) |< сехр(-кт), № т>20 (3.58) 
成 立 , 其 中 c> 0 和 上 > 0 为 某 些 常数 . 


证 明 我 们 在 $9 中 得 到 , 对 г > 0 有 Hogy(r) = 0, 而 Пог(т) 为 方程 组 (3.43) 
满足 初始 条 件 (3.42) 的 解 , 并 且 当 т 一 оо 时 有 Пог(т) 一 0. 由 此 得 出 , 对 任 给 的 
б> 0, 存在 то = то (6), 使 得 


|| Hoz(r) |<5, Ч т> т. (3.59) 
我 们 在 т > m 上 性 虑 方程 组 (3.43), 并 将 它 写 成 
202 = 2» (0) Поз + С(Пог), (3.60) 


ЖФ Р,(0) = Е, (20(0), у°,0), С(Пог) = F(z0(0) + Пол, 0,0) – 2, (0)По=. 函数 С(и) 
具有 下 列 两 条 性 质 : 

1. 由 (3.31), (3.40) 可 知 , С(0) = 已 (zo(0),y0,0) = 0; 

2. 对 ve>0,3 = п(є), 184 || ш |< ә, | шо |< п РН 

| С(ш) – С(и2) |< є | ш – шо ||. (3.61) 

这 一 条 性 质 不 难 验 证 ， 只 要 对 差 С(ш) - С(ио) 运用 有 限 增 量 公式 : С(ш) – 
Glwz) = буш — а), 这 里 G2 = Е; - Р,(0), 而 且 和 矩阵 Е; 的 元 素 25. 在 中 间 点 
(Zz0(0) + из 十 (ui – шо), 0,0), 0<6;<1, &1=12,...,М 取 值 . 外 此 得 出 , 当 
о | 和 ws | 充分 小 时 , || G* || 即 可 任意 小 , 从 而 (3.61) 成 立 . 

根据 (3.59) 即 知 , Пог(то) 满足 不 等 式 


|| Ioz(ro) |< 5. (3.62) 
т> то 时 , 代替 (3.60) 我 们 考虑 与 它 等 价 的 积分 方程 
По2(т) = exp (Fz(0)(7 — то) Пог(то) + / | exp (Fs(0)(7 — з))С(Пог(з))аз. (3.63) 
为 了 得 到 对 По (т) 的 指数 式 估 计 (3.58), 我 们 运用 逐次 逼近 法 : 令 
Ho 2(7) = exp (For — то))По=(то), 
对 于 大 = 1,2,… ,有 取 
0, 2(т) = ехр (Р,(0)(т — то)) Пог(то) + ] exp (Е, (0)(т — 9)c( 了 48) ds. 


To 
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因为 根据 条 件 IV, НЕЕ 五 .(0) 的 特征 值 Xi(0) 满足 不 等 式 ReXi(0) < -a < 0 (№ 
(3.23)), 所 以 存在 常数 cl > 0, 使 得 ( 见 (3.56)) 


|| exp (Fz(0)(7 – з)) |< с. ехр(-о(т - 3)), т < з<т< oo. 
由 此 根据 (3.62) 得 出 , 当 7 > т 时 有 
|В, е 
在 区 间 (0, о) 中 任 取 к, 并 将 它 固 定 下 来 , 于 是 有 
| ( 


П. 2(т) 
现在 取 = > 0 如 此 之 小 , 使 得 不 等 式 


< с ехр(-о(т — то)) || Пог(то) |< ёс ехр(-о(т — то)). 


< бс ехр(-к(т – то)), М т> т. (3.64) 


ағ Ec 

Е а —– к 
成 立 . 对 于 这 样 的 е, 相应 地 存在 某 个 9 = п(є), 使 得 满足 条 件 (3.61). 其 次 选取 不 等 
式 (3.59) 中 的 5 这 样 小 , 使 得 满足 不 等 式 


<1 


бе 
1-9 


只 要 п = (5) 充分 大 , 这 样 的 5 总 可 以 取 到 ， 于 是 根据 (3.64) 和 (3.61) 即 知 当 
т 之 то 时 有 不 等 式 
| (0) 


По 2(т) 


< 7 


<7 
和 不 等 式 


ds 


а) (0) 
По 2(т)— По 2(т) 


< ] у || ехр(2,(0)(т — 3)) | je 2, z(s)) – С(0) 
< Г ci exp(—a(T — s))ebci exp(—k(s — то)) 48 


< делес: ехр(—к(т — то)) [ ехр(- (© — к)(т — «))аѕ 


EC1 


< дс: як ехр(—к(т — то)) 
= 614 ехр(—к(т ~ то)) (3.65) 
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成 立 . 由 此 得 出 


| (1) 


По z(7) 
我 们 用 归纳 法 证 明 : 当 > то 时 有 


| (Е) 


< sci(1 +9) exp(—n(r—70)) < 1201 екр(-л(7-л) < mh 7 > 10. (8.60) 


По 2(т)|| < éc1(1 + q+ +4“) ехр(-к(т — 70)), =0,1,..., (3.67) 


() (1) 


По 2(7) – Ш (т) < с19% ехр(-к(т – то)), Е =1,2,-... (3.68) 


由 (3.66) 和 (3.65) 可 知 : М к = 1 Њ, (3.67) 和 (3.68) 是 正确 的 . 假设 (3.67) 和 
(3.68) 直到 号 码 大 都 正确 , 那么 由 于 (3.67), М т> т 时 有 


(6—1) бе: 
По 2#(т)|| < ба (1 +а+: 4% 1) ехр(—к(т —т)) < < 


-a ехр(~к(т — 70)) < 7. 


< л. 由 此 利用 性 质 (3.61) 和 不 等 式 (3.68) 可 得 


类 似 地 , 当 7> п 时 有 | о z(7) 


(6+1) 
По 2(т)- РА 2(т) 


(во) «(#2 


| ав 


< 人 ехр(2.(0)(т — 3)! | 


各 2(т)— у 2(т) 


< 人 стехр(—а(т — s))e 


< / ст ехр(-о(т — s))eéc1g ехр(-к(з — то))аз 


то 


= 人 exp( 一 k(T 一 如 )) Г ехр(- (а — к)(т - 3))43 
< ба = x k ехр(—к(т — то)) 


一 бов 1 exp( R(T -т)), т> т. 


这 就 证 明了 (3.68) 对 +1 的 正确 性 . 从 最 后 这 个 不 等 式 以 及 (3.67) 式 得 出 对 > т 
有 


(К+1) 
По 2(т)|| < 8с(1+9+--: + 9%) ехр(-к(т — то)), 


亦 即 (3.67) 对 大 十 1 也 正确 . 
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由 不 等 式 (3.68) 和 恒等式 
По == (о Ш 2) + (№ 2- по) (ог Поз) 
得 出 收敛 于 方程 组 (3.43) 解 По (т) 的 逐次 逼近 序列 {о z(7)} М т > то 时 对 的 
一 致 收敛 性 , 而 且 从 (3.67) 得 出 估计 


0cl 


| Doz(r) |< TO ехр(-к(т — љ)), т>. (3.69) 


ҖО<т < то 时, 问题 (3.43), (3.42) 的 解 По2(т) 以 某 常数 ca 为 界 : 


| Toz(7) |< с, 40 <т<т. (3.70) 


如 果 令 с = шах [а ехр(кто), ба 


тс скік), 则 由 (3.69), (3.70) 有 不 等 式 


| По2(т) |< сехр(-кт), Мт>20 (3.71) 


成 立 , 亦 即 对 i = 0 证 明了 不 等 式 (3.58). | 
我 们 转 到 当 i = 1 时 不 等 式 (3.58) 的 证 明 . 根据 (3.34) 可 将 (3.46) 右 端的 被 积 
函数 写成 


Поу (в) = /(20(0) + По2(з),у°,0) — /(20(0),у°,0) = 15 По2(з), 


其 中 矩阵 Р 的 元 素 Г. 是 在 中 间 点 (20(0) + 0:П02(з), у7,0), 0 < 9; < 1, і 一 1, 7, 

т, j 二 1,… , М, 处 取 值 的 ; ННВ || 1. || 的 有 界 性 . 根据 (3.71) 从 最 后 这 个 等 式 
即 得 

Iof(s) |< сехр(-кѕ), 820. (3.72) 

0 


#1. 这 里 的 常数 с 一 般 来 说 与 在 (3.71) 中 的 с 并 不 一 样 , 但 为 了 简单 起 见 , 我 们 约定 对 这 
种 不 依赖 于 jx 、 其 大 小 在 讨论 中 不 起 本 质 作 用 的 相似 常数 , 今后 总 用 同一 个 符号 с 来 表示 . 


从 得 到 的 不 等 式 (3.72) 即 可 推出 (3. 生 ). 右 端 反 常 积 分 的 收敛 性 以 及 对 Iaiy(r) 
的 如 下 估计 : 


| Hiy(7) |< ef exp( 一 ks)ds = 二 exp( 一 em) т >20. 
根据 注 1, 常数 с/к 仍然 用 с 来 表示 , 因此 有 


Itr) |< сехр(-кт), т> 0. (3.73) 
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对 于 ITz(7) 的 方程 ( 见 (3.34)), 我 们 把 它 重 新 写成 


а 2 
ат 


其 中 бит) = Е,(т)Пу(т) + Са (т), 而 Са (т) 是 由 公式 (3.35) 确定 . 类 似 于 不 等 式 
(3.72), 由 此 我 们 可 得 估计 
| Ga(r) |< (ст + © ехр(-кт), т> 0. 


Жк <к, 考虑 到 注 1 即 得 (ст + с) ехр(—кт) < сехр(—кат). 


2. 在 这 个 引 理 的 证 明 中 , 以 及 在 以 后 类 似 的 情况 下 , 这 样 减 小 参数 к 还 必须 进行 有 限 次 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 约定 仍然 用 同一 个 字母 к 来 表示 (以 代替 ка, 2,…). 


于 是 有 


= F(T)I1z + G1(7), (3.74) 


|| Gi(7) |< сехр(-кт), Чт20. (3.75) 


由 此 及 (3.73) 即 可 推出 当 r > 0 时 有 | Ga(r) |< сехр(-кт). 
方程 组 (3.74) 在 初始 条 件 (3.48) 之 下 的 解 可 以 写成 


IHaz(7) = —®(7)z1(0) 十 [ Ф(т)Ф-1()6 (з) аз, (3.76) 
其 中 Ф(т) 为 齐 次 方程 组 初 值 问题 
= Е.(т)®, $(0)=Ем 
ВОЗА ВЕ. 类 似 于 推导 Ioz(r) КИНУ (3.71), 不 难 证 明 
| Ф(т) |< сехр(-кт), ШЧт20, (3.77) 
| $(т)® "(3) |< сехр(-к(т - 3)), 40<8<т. (3.78) 
利用 这 些 不 等 式 和 对 | С. (т) | 的 估计 , 从 (3.76) 即 得 
| П.=(т) |< сехр(-кт), т >20. (3.79) 


不 等 式 (3.73) 和 (3.79) 完成 了 当 = 1 时 对 (3.58) 的 证 明 . 
下 面 我 们 用 归纳 法 进行 证 明 . 假设 不 等 式 (3.58) 对 i = 0,1,… ,k —1 都 成 立 . 
从 (3.37) 的 第 二 组 方程 有 


Ty(7) = Пуд) + [ "Пк 1/(8)45. 
我 们 曾 对 IIiy(7) 加 上 补充 条 件 : 当 — оо 时 有 Thuy(r) — 0; 由 此 推出 


Пьу(0) = 一 Г Пь_1 1 (8)а3, 
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从 而 可 得 со 
Пу) = — / П, 17 (5)йв. 

因此 为 了 对 Iky(r) 证 明 不 等 式 (3.58), 只 需 证 明 当 г > 0 时 有 

| Hx_1f(7) |< cexp( 一 <7) (3.80) 
即 可 . 为 此 目的 , 我 们 仔细 地 考虑 表达 式 

Пу = f(z(p7, и) + Hz(7, и), (рт, и) + Пу(т, м), т) — Р((ит, и) У(ит, м), ит) 
对 4 НЕЕ. 我 们 引进 函数 
$ (0) ®' f(z(pr, в), +оПа(т, и) (ит, и) + оТВИт, в), ит). 


于 是 有 
пу= 90-90) = | Еа ( | А ао) Пг(т,и) + ( [ А а) пис, ш, 


其 中 和 矩阵 f。 和 у, 的 元 素 是 在 点 (zlpnr и) + оПа(т, и), (рт, и) + о Пу(т, ш), шт) 处 取 
值 的 . 我 们 用 (3.25) 右 端的 级 数 代 蔡 (ит, и), (ит, м), 并 把 这 些 级 数 的 系数 т, (1) 表 
示 成 区 区 = Ть(рт) = 2 (0) + иа, (0+-.-; 而 同样 用 (3.26) 右 端 的 级 数 代替 Пе(т, р), 
Пу(т, п); 然后 在 点 


(z0(0) + <Пог(т), 90(0) + olloy(7), 0) = (20(0) + oHoz(7), 07, 0) 
处 将 Г, 和 7, 进行 Taylor 级 数 展开 , 并 且 合并 关于 р 同 次 宕 的 项 即 得 
Р (ит, AN + сПа(т, и), ӯ(ит, ш) + оПу(т, ш), ит) = Ао(о,т) + нА (от) 二， 


Г.( (ит, ш) + оП2(т, и), ӯ(ит, и) + оПу(т, и), ит) = Во(о,т) + шВ1(в,т) +... , 


其 中 А; (о, т), В.(о, т) 均 为 当 т 一 oo 时 其 元 素 增长 不 比 г 快 的 矩阵 . 由 此 得 出 , 在 
Пу ЕЛА пе 的 系数 П 17 为 


k—l 1 1 
Пь-1/ (т) = >. [9] А: (о, тас) Пь-1-4(т) + (/ Bi(o, do ) Te-1_iy(7)|. 
(3.81) 
由 于 按 归纳 法 假设 , П,2(т), Пит), i = 0,1,… ,k 一 1, 都 满足 不 等 式 (3.58), 所 以 从 
(3.81) НН || Пк; (г) | 的 估计 式 (3.80), 亦 即 对 于 Iky(r) 的 不 等 式 (3.58). 
对 于 Ikz(r) 的 方程 (А, (3.37)), 现在 可 将 它 重新 写成 


ап, х 


a = Ег(т)Ць2 + бь(т), (3.82) 
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其 中 Gk(7) = Е,(т)Пьу(т) + быт). ЖЗ Пс) 估计 式 的 推导 , 对 С, (т) Я 
样 可 以 得 到 估计 || Сь(т) |< с ехр(-кт), т > 0. 像 从 问题 (3.74), (3.48) Ж 1 П,2(т) 
一 样 , 在 初始 条 件 (3.50) 之 下 求解 方程 组 (3.82) 即 得 


| Hez(r) |< сехр(-кт), Мт>20. 


这 就 完成 了 引 理 3.1 的 证 明 . 0 
注 3. 我 们 考虑 当 (ye 万 ,时 的 附加 方程 组 
9 Р(5у д, (383) 


这 里 р. 是 由 条 件 IV 所 确定 . 变量 替换 7 = Hz + p(y,t) № (3.83) 变 成 类 似 于 (3.43) 的 形式 : 


dIIz 


方程 组 (3.84) 的 奇 点 是 Hz = 0, 而 和 矩阵 Р, (р(у, 6), у, 5) 的 特征 值 和 i(y,t) 满足 不 等 式 (3.23). 
由 此 得 出 : 存在 常数 c > 0, 使 得 当 0 < sg 7 < оо 时 有 
|| exp(Fz(p(y,t),y,t)(7 — s)) |< сехр(-о(т - 3)). 


ЖЕ [39] 中 证 明了 对 所 有 (y,t) Е D1 存在 使 得 上 式 成 立 的 共同 常数 с (也 见 [60]). 考虑 到 方程 组 
(3.84) 在 т = 0 时 有 满足 不 等 式 上 IIz(0) < 6 的 初始 条 件 , 并 像 对 (3.60) 那样 应 用 逐次 逼近 法 ， 
即 可 得 到 解 在 т > 0 上 存在 , 且 满 足 不 等 式 


Ибо) < 2 


7 ехр(—кт), т > 0. 


由 此 得 出 , 在 稳定 性 条 件 (3.22) 之 下 , 附加 方程 组 (3.83) 的 奇 点 = p(y,t) 关于 D1 是 一 致 渐 
近 稳定 的 . 这 就 证 明了 在 89 第 一 段 后 面 所 做 出 的 结论 . 


4. 定理 3.1 的 证 明 ”我 们 令 
u(t, р) = 2(Ь п) — 2» и), (н) = у и) – У, и), 


其 中 = и), и(ё, ш) 为 问题 (3.18), (3.19) 的 解 , 而 2. ( и), У.(0, н) 由 公式 (3.51) 确 
定 , 亦 即 


2.06) = У ие (2(0) + Пь(т)), Уи) = >》 (Фь (9 + Пыу(т)). 
k=0 k=0 


#+2=и+ И», у= 0 +Ү, ЖЛ (3.18), (3.19), 即 得 余 项 w(t, 14),v(t,4) 的 方程 组 


д = Р(и+ 22,0 + Yn,t) – пб” 
dt dt 
(3.85) 
dv 


ау» 
= 21; Ү, 1) =; 
7 f(ut+ v+ YY,t) 
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以 及 它们 的 初始 条 件 
u(0,4) = 0, (0, и) = 0. (3.86) 
正如 定理 3.1 后 面 的 注 所 指出 那样 , 问题 (3.85), (3.86) 解 在 区 间 о<е<Т Е 
的 存在 性 可 由 定理 2.3 得 出 ; 因此 为 了 证 明 不 等 式 (3.52) 只 需 再 证 存在 常数 до > 0 
和 c > 0, 使 得 当 0 < р < ш 时 对 一 切 te (0, Т 有 估计 式 


ult p) Ng ср", об, р) [< ср". (3.87) 
但 在 证 明 不 等 式 (3.87) 时 , 我 们 不 依赖 于 定理 2.3 而 顺便 地 再 一 次 证 明了 问题 (3.85)， 
(3.86) 解 的 存在 性 . 
我 们 首先 考虑 表达 式 
Hilt, и) = F(Znlt, и), (7 и), 5) — и, 
аур) (3.88) 
Нь) = (2,0), (ьи), д) – Е, 
并 证 明 当 р 充分 小 时 (0 < и < ро) 对 te [0, Т 有 估计 式 
EGA 1 сн", | НЫ и) Ne (и + prexp ( – =), (3.89) 


其 中 с 为 常数 . 
例如 , 我 们 证 明 (3.89) 中 第 二 个 不 等 式 ; 为 此 把 Н2(Ь и) 的 表达 式 重 新 写成 


нн) = [У (во(ит) + + о (ит) + Hoz(r) + ---+ радо), 

而 (pr) +. + и” (ит) + ит) + -- + и"), ит) 

—1 (во(шт) ++ "2 (рт), Чо (ит) + + "У (ит), ит) 

= (пы) ++) 

+ [fF (zo) + --- + из, (0, Ф009 + + 79,9, #) 

-5 (90) +. + ш, 0))]. (3.90) 
利用 在 证 明 估计 式 (3.80) 时 所 使 用 的 同样 方法 , 不 难 证 明 当 je (0, ро] 充分 小 时 有 

(от) + + pr an (ит) + Пож(т) + --- + pTnz(7), тобат) + 


+и" (ит) + иШу(т) +... + HIIny(7)， рт) –} (= (мт) + - + и", (шт), 


Зо (мт) + --- + шӯ, (ит), ит) = Уик, (т) + О(и" +1); (3.91) 
k=0 
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与 前 面 一 样 ， 这 里 O(alt, и) 表示 当 0 <Е < T,0 <р < po 时 满足 不 等 式 
|| О(а(ь, и)) |< calt,p) В. 

Ж 4. 常数 ро 充分 小 的 要 求 , 在 本 定理 的 下 面 证 明 以 及 后 面 的 其 他 章节 中 将 不 止 一 次 遇 到 . 
类 似 于 在 注 1 和 注 2 中 对 常数 c 和 к 所 说 明 的 那样, 我 们 约定 今后 也 用 同一 个 po 表示 满足 对 и 
充分 小 的 所 有 要 求 : 0 < р < до. 

根据 方程 (3.34)， (3.37), 从 (3.91) 得 出 , 在 (3.90) 中 的 第 一 个 方 括号 应 等 于 
р", (т) + Ош”), 亦 即 有 量 阶 О ("+ + prexp ( 一 从))、 类 似 地 , 根据 方程 
(3.31), (3.33), (3.36) 以 及 等 式 


А2000) +: + 072,00), 9000) +: 6, (0), 0) = Уне, + Olu"+!) 
k=0 


得 出 在 (3.90) 中 的 第 二 个 方 括号 有 量 阶 OUAr+1). 因此 
р rt 
не) =0(и Тр” окр (- =). 


这 就 证 明了 (3.89) 中 的 第 二 个 不 等 式 . 类 似 地 可 以 证 明 (3.89) 中 的 第 一 个 不 等 式 . 
我 们 现在 回 到 问题 (3.85), (3.86), 并 将 方程 组 (3.85) 写成 
„2 = Е,(,и)и + Fylt, Av + С. (0,0, і, р), 
ho (3.92) 
зу = 106109 + Лу + Сз(и,о, і, ш), 


其 中 矩阵 Р, (6, и), Ву (Ь и), 7.06 ш), ЛЬ и) 的 元 素 都 是 在 点 (20 (0) По 2(0/и), (8), 0) 
处 取 值 的 , 而 


12 
С. (о, о, , р) = Flut 22,0 + Yn,t) – — Falt, pu — Fylt, p)v, 


иг 


Сз(и, о, р) = (и + 22,0 + Yt) – а (ни – (и. 


我 们 注意 到 函数 С, 和 С. 有 如 下 两 个 对 今后 来 讲 是 重要 的 性 质 : 
1. 当 0<t 和 7 О<р< ро 时 有 


Га (0,0,6,0) 1 = 106) 1 сит, 
АТАС); 


2. 对 УЕ > 0,3 ЖЖ б = 6(Е) Я po = ро(=), 使 得 只 要 | ш |< 5, | из |< 6, 
| v1 |< б, | 02 |< 5,0 <р < ро, 则 对 ;= 12 有 


| С:(ш, ә, ё, и) — биз, оз, м) |< 61 мл — из |+ 10 ~ о |. (3.93) 
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为 了 证 明 后 一 条 性 质 ， 只 要 对 (3.93) 左 端的 差 应 用 中 值 定 理 ， 并 考虑 到 当 
Го 1,10 1, ро 充分 小 时 , | Сл |= (w+ 29 + 8,0) – Е (20, 0,0) |, | 6, | 
| Gzu 上 和 || С, | 均 可 任意 小 . 

代替 初 值 问题 (3.92) 和 初始 条 件 (3.86), 我 们 考虑 与 它 等 价 的 积分 方程 组 


И и) = ЛИ, в) [Fs p)v(s, 4) + С (и.о, з, и) аз, а) 
vt, p) = РУСЬ, 8, Ш) [7 (8, )и (8, и) + Сои, о, в, )] 48; 
其 中 U(t,s, и) 和 V(t, з, ш) 为 矩阵 方程 初 值 问题 

(3.95) 


У шу (аи) = Бы 
的 解 . НР | л) | 0< << Т, 0 <р до 上 的 有 界 性 ,所 以 矩阵 V(t, з, и) 
也 是 有 界 的 . 至 于 矩阵 U(t, з, м), 可 以 证 明 : 4 Оз << Т, 0 <р < po 时 有 指数 
式 估计 


аб 
加 = P(t, WU, (в, з,и) = Ем; 


10050 se om (- =), (36) 


其 中 к > 0 为 某 常 数 . 为 此 我 们 利用 下 面 引 理 (参看 [60]), 其 证 明 将 在 本 节 第 五 段 给 
出 . 


引 理 3.2 假设 方 阵 A(t) 在 [0, Т 上 连续 , 且 其 特征 值 Ai(t) 满足 不 等 式 
Кел; (0) < -20 <0, в0<Е<Т,; ` (3.97) 
那么 当 ji 充分 小 时 (0 < р < ро), 矩阵 方程 初 值 问题 
ау’ 


РЕ = АУ, И (8, з, и) = Ем, (3.98) 
В Ир) 满足 估计 
|) lseom (- 3), 0<s<t<T. (3.99) 


引 理 3.2 不 能 直接 应 用 到 方程 组 (3.95) 的 第 一 个 方程 上 , 因为 一 般 说 来 , 矩阵 
F(t,p) 的 特征 值 在 点 t= 0 的 某 个 邻 域 中 不 满足 不 等 式 (3.97), 所 以 为 了 证 明 (3.96), 
我 们 将 (3.95) 的 第 一 个 问题 重新 写成 


„2. -Р.@0+К О, Uls,s,h) = Ем; (8.100) 
其 中 | 


К(Ь и) = Р, (ё, и) 一 F,(t) = Р, (20(2) + Hoz(t/p), yolt), t) 一 Е,(20(2), Yo(t), #). 
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由 于 (3.22), 矩阵 Р. (1) 满足 条 件 (3.97); 而 且 只 要 п 充分 大 , 当 t > рю 时 显然 
(2, | 可 以 足够 小 . 代替 初 值 问 题 (3.100), 我 们 讨论 等 价 的 积分 方程 


О(ь зи) = (в.ш) + / (р. К(р О (р.з, Wdp, 2 (8101) 
其 中 Иез, и) 为 矩阵 方程 初 值 问题 


„ОЁ = РАЮ, (5,8) = Ем, 
的 解 , 且 由 引 理 3.2, 它 满足 估计 式 (3.99). 利用 在 证 明 Hoz(r) 的 指数 式 估计 时 所 用 
的 逐次 逼近 法 , 容易 证 明 Ut, 5, и) 满足 估计 式 (3.96). 

现在 把 (3.94) 中 的 第 二 个 方程 所 确定 的 оз, и) 代入 第 一 个 方程 , 即 得 等 价 的 积 
分 方程 组 


t 
иш) = [ Klt, sn)uls, и)йв + Чи, р), 


| t 

v(t, р) = ] V(t, 3, р) 7. (8, и)и(3, и)аз + 92(и, о, і, п); (3.102) 

其 中 
K(t, s, и) = Ка(Ь в, р)? (8, И), 
t 
А Kilt, s, р) = / 20 (,р,и)Р,(р,и)У (р, з, p)dp. 

由 此 及 (3.96) 得 出 , Чо<з<1< 7,0 <р < ро В, || К1(& з, и) |< с 而 且 由 于 
С. 和 Gz 的 两 条 性 质 , 积分 算 子 


t 
1 
Фињи) = | |006,0) 010и) + К в, в) в, и) ав, 
0 


t 
Фи) = | V(t, з, и) 2 (и, о, в, и)аз 
0 


也 具有 类 似 的 两 条 性 质 : 

1. 当 0 <Е<Т, О<ихю В, || (0,0,2, р) [< си", = 1,2; 

2. 对 УЕ > 0,35 = 6(=) 和 ш = ро(є), 使 得 如 果 当 0< sxstgsT0<pyg po 时 
有 uw(s,p) |< 6, [| uols, н) < 6, | vi(s, и) [< 6, || v2(s, №) |< 5, 那么 对 i= 1,2 有 


| Qi(w1, v1, ё, ш) — il(u2, v2,t, и) |< = шах [ | м1 (3,2) — м2(3, и) [| 


+ | 91 (3, ш) — 92 (8, и) | ]. 
我 们 用 R(t, з, и) 记 核 КС, s, и) 的 预 解 式 ， 由 于 КО, з, п) 的 有 界 性 , 预 解 式 
R(t, в, и) 也 是 有 界 的 . 将 (3.102) 第 一 组 方程 中 的 Q1(w,v,t,p) 看 成 该 积分 方程 组 的 
非 齐 次 项 , 并 利用 公式 (3.57), 则 可 代替 这 第 一 组 方程 以 如 下 的 等 价 方程 


v(t, 4) = Qi(u, 0, р) + [ R(t, s, и) Ол (и, ъ, s, и) аз 
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dg (u,v,t, џи). (3.103) 
我 们 记 V(t, s,p)fs(s, и)  Н@,з, и), Q2 时 52, 则 (3.102) 的 第 二 组 方程 可 写成 
v(t, р) = [ H(t, s, ии, и)а8 + 52(и, 0,1, и). (3.104) 

0 


显然 , 积分 算 子 5. 和 5) АЖ 0. 和 9. 那样 的 两 条 性 质 . 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 方 程 组 (3.103) 和 (3.104) 存在 唯一 解 , НАА 
计 式 
(и) 1< си", | обе, ш) [< сл", ОЕТ, О <и до, (3.105) 


成 立 . ЊАМАЛ: 对 有 = 1,2,… & 


0 (ви) =0, 0 (60) 0; 0 (п) = (а од), 
(3.106) 
te ДН ви) а (в, паз + Ва, 6 и). 
由 于 5, #15 的 第 一 条 性 质 , 当 h=1 时 有 
ПЧ (вм) [< срт, YG emt оТ, 0<p< po (3.107) 
而 根据 5, 和 52 的 第 二 条 性 质 , 由 (3.106) 可 得 
| ми <= вах [I (0)- ба” (вр) | 
+09 (ө) 5 (вр | |, 
全 и) дв П бд бы (3.108) 
Че шах [| (8,0) Мы’ (8и) | 
+19 (д “и (в, | |, 
于 是 如 果 0< stg7T,0<js pole), 就 有 
全 1<se， 1 (9,0) 198), (8209) 


(6—1) (0) 
Го (з, ш) |< (6), [№ (3, и) < 6). 


& а = шах (4cT, 1) 以 及 


(к) (+1) (Е) 
ш а ш 6)- (6) 1]. 


Ри: = 07 ах |а|" К 
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于 是 由 (3.108) 有 Он < 全 +1 + а)Рь. 由 于 可 任意 小 , 因此 取 它 满足 不 等 式 : 
=(1 + а) < 1/4; 从 而 在 满足 不 等 式 (3.109) 的 条 件 下 有 


р 
De <=. (3.110) 


我 们 证 明 当 р є (0, ш] 充分 小 时 , 不 等 式 (3.109), 从 而 (3.110) 对 所 有 的 上 = 
1,2,… , 都 成 立 ， 为 此 我 们 利用 估计 式 (3.107), 并 取 ро < (=) 充分 小 , 使 得 当 
0 < < ро 时 满足 不 等 式 


1 
р = пах [а | (+ GD] Se tap < 55; (8) 


于 是 当 = 1 时 有 (3.109) 成 立 , 从 而 (3.110) 也 成 立 ， 其 次 假设 (3.110) Ў Е = 
1,2,… ,1 一 1 都 成 立 , 那么 有 

Dk+1 < 20% < 六 Dr-1 <. < < 让 Ds Е=1,2.... 1- 1. 
由 此 得 出 , 当 0<tgT,0<hs по 时 有 


ео, CD 0-2 0) 
al sg 19-а [1 и +. Dt раа +: (8.119) 
1 А 
< (5 +==5+- +5 +1) < 20, < 5). 
类 似 可 得 


(1) (1—1) (1—1) 
|< (6), | w |< (6), | v 1< (6), О<Е<Т, 0о<иҳ< po; 


亦 即 (3.109) 24 к = 1 时 成 立 , 从 而 不 等 式 810) Мк = 1 时 也 成 立 . 因此 对 于 选 
定 的 ро, 当 0 < р < ро 时 对 所 有 的 大 = г 2 . , 不 等 式 (3.110) 都 是 正确 的 . 由 此 
不 等 式 即 得 逐次 通 近 序列 名 (ни), { Энн) М в оо 时 对 te [0, ту 的 一 
ЗОРЕ, 这 就 证 明了 方程 组 (3.103), (3.104) 的 解 w(t,), v(t, и) 存在 性 . 

为 了 证 明 解 的 唯一 性 ， 只 需 注意 到 (3.85) 右 端 对 и 和 о 满足 Lipschitz 条 件 
Вр. 

根据 (38.112), 所 有 和 逐次 近似 0 еш) 都 满足 不 等 式 | 多 (ш) < 26, к = 

,2,…; 且 类 似 地 有 1" о) (ё, и) |< 221, Е =1,2,...; 所 以 解 иё, и), 56 满足 同样 

的 不 等 式 , 由 此 及 (3.111) 1: о<Е<Т, 0 < и< ро 有 


| шб, ш) [< си", |5 и) |< си 


这 就 是 估计 式 (3.105), 从 而 定理 3.1 得 证 . 口 
5. 引 理 3.2 的 证 明 我 们 将 (3.98) 重新 写成 
рб = APW + [А — АФУ, И, Ем; = (8119) 
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其 中 р 为 区 间 [0, T] 中 任 一 确定 的 值 . 根据 (3.54), (3.55) 以 及 (3.113) 即 得 
(з) oD) 


t (3.114) 

+ [е (GADE -OD) A -4 as dg 

对 于 任 给 的 ре [0, Т], 方程 (3.114) 与 (3.113) 等 价 ; 特别 令 p = 上 即 得 

W(t s,1) = exp (FA -»)) 

el 1 (3.115) 

+ [ еек (где) И) ~ Аи (а, зач 

хт о<е<Е<Т, & 

| W(t, з, н) | exp (26 – з) =з). (3.116) 


将 (3.115) 的 两 边 都 乘 以 exp (8 一 э); 由 于 (3.97) 和 (3.56), #24 + > о 时 有 不 等 
式 |exp(4b| < сехр(-20%), 得 


w(t, s, и) < cexp (- 2(t—s)) 十 Fp(- 102 s)) 
t 
х | ep (- 2-3) ПА — 4) 1ек(- а-я) sad 
或 者 
о, з, и) < ct т / exp ( — T(t -0) 149) — AW 1... (3.117) 
对 于 固定 的 几 令 М = „ах. 46,8, в); 于 是 由 (3.117) 得 


C 
< ЕЕ . 
M < ectoM( (3.118) 


от 2), 
Ж 2 = Лех (-#@-9)) ПА) – А0 144. 令 
60) = шах А09) – А0 |. 


0gt— Ур<а<ек<т 


由 于 4(7) 的 连续 性 , 故 当 j 二 0 时 有 el(jp) 一 0. 如 果 t-s< у, ЖЖ |4(4)-А(0|| < 
= (и), 从 而 


1< | exp ( (тео и ЕЕ) < 208. 
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М ЛЬ, 这 里 
t— VE с 
A=/ е(- 200—9) ПА) – AW a 


ь- | jp(- S00) Пан) -A На 
< є(и) /em (- 6-0) < 208, 
从 得 到 的 不 等 式 推出 


ост 
取 ро 充分 小 , 使 得 当 0 < р < ро 时 有 不 等 式 


[0 ео (- < 


成 立 . 于 是 从 (3.118) ИЗ М < c+ М/2 МММ < 2с, 因此 由 (3.116) 即 得 


Пи (ьи) 1< cexp (— 20-8), О<8<#<Т, 0<и< ио. 


引 理 3.2 证 毕 . О 


811. 某 些 注 记 和 推广 


在 前 节 我 们 得 到 了 初 值 问题 (3.18), (3.19) 解 的 渐 近 展开 式 (3.24) ~ (3.26). 在 
那里 我 们 取 + = 0 作为 初始 点 , 因此 所 得 到 的 展开 式 对 t > 0 成 立 . 

1， 当 选取 to 3 0 作为 初始 点 的 时 候 , 上 述 结果 仍然 正确 , 但 应 当 用 z(to, и) = 
20, y(to, и) = У 来 代替 (3.19). ВА, 只 要 在 前 面 的 讨论 中 对 自 变 量 t 做 简单 的 平 
移 , 就 可 以 得 到 这 种 情形 的 结果 . 由 构造 (3.24) ~ (3.26) 的 算法 看 出 , 这 就 表示 这 时 
在 (3.26) 中 的 + 应 等 于 二名, 而 在 (3.32), (3.34) 和 (3.37) 中 出 现 的 量 2,00), 7 (0) 
不 应 当 在 t= 0 而 必须 在 + = to 处 取 值 ; 最 后 , 初始 条 件 (3.40), (3.47) 和 (3.49) 不 应 
当 给 在 t=0 而 是 在 t= 加 . 

2. 我 们 是 在 条 件 (3.22) 之 下 证 明了 渐 近 展开 式 (3.24) ~ (3.26) 的 正确 性 的 . 如 
果 在 (3.22) 中 满足 的 是 相反 符号 的 不 等 式 


Вел; (0) >0, О<Е<Т, #=12,...,М; (3.119) 
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那么 可 把 得 到 的 结果 用 明显 的 办 法 加 以 相应 的 改变 . 条 件 (3.119) 称 为 左 稳定 条 件 ， 
而 这 时 的 根 z 二 бу, 0) 称 为 左 稳定 根 . 相反 , 条件 (3.22) 称 为 右 稳 定 条 件 ， 而 根 
z = ру 称 为 右 稳定 根 . 这 些 术语 将 在 第 四 章 中 使 用 . 

当 满 足 条 件 (3.119) 时 , 应 该 在 t = Т 处 给 出 初始 条 件 , 而 不 是 在 & = 0, 并且 
从 初始 点 向 左 延 拓 所 论 的 解 ， 这 时 利用 从 t 到 т – 0 的 简单 变换 , 可 将 问题 化 成 满 
足 定 理 3.1 条 件 的 问题 . 车 直接 讨论 这 个 问题 , 则 在 描述 构造 (3.24) ~ (3.26) 的 算法 
时 , 除了 上 段 指 出 的 那些 变动 (to = Т) 之 外 , 还 应 当 在 反常 积分 (例如 在 (3.49)) 中 
用 -co 代替 oo, 因为 = 一 一 <0. 此 外 , 由 于 这 时 边界 层 是 出 现在 区 间 的 右 端点， 
因此 今后 我 们 将 采用 符号 О 而 不 采用 п 来 表示 在 右 端的 边界 函数 . 至 于 确定 Q 88 
数 的 方程 是 与 确定 п 函数 的 方程 完全 一 样 的 , 只 是 这 时 应 在 + < 0 上 进行 讨论 . 在 
这 些 条 件 之 下 , 可 将 (3.49) 写成 


7% (Т) = Г Оь_11(8)4, k=1,2,.... (3.120) 


З. 展开 式 (3.24) ~ (3.26) АИЯ 27, у? 不 依赖 于 的 条 件 下 得 到 的 . 现在 假 
z0,4P 依赖 于 и, 而 且 还 假设 它们 关于 р 有 级 数 形式 的 渐 近 展开 式 


10 =20(и) = то + аа +... + ить Б. (3.121) 


在 研究 边 值 问题 时 (参看 第 四 章 ), 这 种 情况 起 了 重要 作用 . 这 时 定理 3.1 的 证 明 不 必 
做 任何 实质 性 的 改变 即 可 通过 ; 至 于 渐 近 构造 算法 本 身 的 区 别 仅 在 于 用 


90(0) = yo, (8.120) 
+оо 
7.0) = + [ Пь if(s)ds, k=1,2,..., (3.123) 
代替 (3.40), (3.47) 和 (3.49), 以 及 用 
IIkz(0) = zx — 2%(0), k=0,1,2,.…, (3.124) 


代替 (3.42), (3.48) 和 (3.50). 


4. 渐 近 展开 式 (3.24) ~ (3.26) 的 余 项 在 整个 区 间 0 < t < Т 上 有 一 致 的 估计 
式 (3.52). 我 们 注意 到 , 如 果 取 区 间 为 0 < сес T, 这 里 和 可 任意 小 , 但 当 jy 一 0 
时 为 固定 的 数 ; 那么 我 们 可 以 用 正则 部 分 (3.25) 作为 解 的 渐 近 近似 , 且 已 经 有 同样 
的 精确 度 , 亦 即 当 0 < р < po 时 有 


| z(t, №) — (Fo(t) + иг (0) + + ше (0) |< ср", 


对 < tT 一 致 成 立 . 这 可 以 直接 从 对 П 函数 的 估计 式 (3.58) 得 到 
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5. 如 果 方 程 组 (3.18) 的 右 端 和 f 还 依赖 于 参数 р: 
Р = Е(2,7,,џ), 1 = f(z,y,t, и), 


而 且 这 种 依赖 性 是 正则 的 , 以 及 矩阵 Е, (0(7(0), 2), 708), 2,0) 的 特征 值 A(t) 仍然 满足 
条 件 (3.22), 这 里 z(t) = 0(9(0), 2), У® 是 退化 方程 组 


__ ау __ _ 
0 = Р(2,9,#,0), = = (2,9,0), 9(0) = 


的 解 . 那么 只 要 对 决定 展开 式 (3.25), (3.26) 系数 的 方程 用 明显 的 办 法 加 以 相应 的 改 
变 , 定理 3.1 的 证 明 无 需 做 任何 的 变更 即 可 通过 . 

6. 在 某 些 问题 的 研究 中 (例如 在 第 四 章 ), 方程 组 (3.18) 的 解 必须 看 成 是 初 值 
20, 0 的 函数 . 容易 看 出 , 如 果 20 属于 某 个 闭 区 域 已 , 而 且 对 于 每 个 x? є Р 都 满足 
定理 3.1 的 条 件 V, 那么 估计 式 (3.52) 就 具有 关于 х0 є Р 的 一 致 性 , 即 c ро 均 
与 z0 € PP 无 关 . 


$12. 引 论 


在 上 章 我 们 已 仔细 地 讨论 了 初 值 问题 (3.18), (3.19) 渐 近 解 的 构造 . 但 对 (3.18) 
还 可 以 提出 更 为 复杂 的 定 解 条 件 ; 例如 经 常 要 遇 到 的 有 两 点 边 值 问题 和 多 点 问题 、 变 
动 边界 问题 以 及 其 他 问题 . 

一 类 相当 一 般 形 式 的 定 解 条 件 可 以 写成 


R(x) = 0, (4.1) 


这 里 АЕ (М + т) 维 向 量 , 它 的 每 个 分 量 都 是 с НИЯ. 

根据 上 章 的 论述 , 构造 这 个 问题 渐 近 解 的 最 简单 过 程 可 叙述 如 下 : 把 求解 问题 
(3.18), (4.1) 看 成 是 求解 初 值 问题 (3.18), (3.19), 不 过 这 时 的 初 值 zo(j) 应 当 看 成 是 
未 知 的 , 但 可 以 写成 j 的 展开 式 


2(0, и) = 2°() = 20 + ра +: + ить +, (4.2) 


其 中 zk 暂时 为 未 知 的 待定 参数 . 
首先 对 问题 (3.18), (4.2) 构造 级 数 解 (3.24) ~ (3.26)( 参 看 第 三 章 611 中 的 第 3 
В). 其 次 把 它们 作为 精确 解 代 入 (4.1), 然后 将 得 到 的 (4.1) А и ЕЕ 
数 
R(zo + ит: + -- + Поз ИШЕ +...) = Вон +5 = 0; 
由 此 比较 两 端 关于 / КРАЕ ВИЗ: 


Rk =0, &=0,1,2,.... (4.3) 
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由 于 А, 依赖 于 展开 式 (4.2) 的 系数 , 所 以 方程 (4.3) 就 成 为 确定 系数 zk 的 方 
程 . 不 难 相 信 , 这 样 构造 的 展开 式 (3.24) 一 (3.26) 是 初 值 问题 (3.18), (4.2) 解 的 渐 近 
展开 式 , 因而 也 将 是 问题 (3.18), (4.1) 解 的 渐 近 展开 式 . 

这 就 是 把 第 三 章 的 结果 应 用 到 解决 条 件 比 初始 条 件 更 为 复杂 问题 时 的 基本 思想 . 
本 章 的 813 就 是 根据 这 个 思想 构造 出 方程 组 (3.18) 两 点 边 值 问题 的 渐 近 解 , 而 且 同 
时 研究 了 它 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 这 一 节 还 讨论 了 如 何 把 这 些 设 想 用 来 解决 多 点 
问题 、 变 动 边界 问题 以 及 其 他 问题 . 

但 应 当 注意 的 是 在 这 个 过 程 中 , 我 们 事先 给 定 了 问题 (3.18), (4.1) 渐 近 解 的 形 
式 , 即 预先 假定 这 个 解 在 上 = 0 的 邻 域 有 边界 层 ， 当 方程 F(z,y,t) = 0 有 右 稳 定 根 
z = ф(у, ё) 时, 这 种 想法 是 很 自然 的 . 倘若 方程 F(z,y,t) = 0 有 左 稳定 根 , 那么 对 同 
一 个 问题 (3.18), (4.1) 自然 是 找 它 在 区 间 右 端点 具有 边界 层 的 解 . 这 种 情况 可 以 利 
用 前 面 提 到 的 自 变量 简单 替换 , 因此 不 必 进 行 专门 研究 . 如 果 方 程 F(z,y,t) =0 有 
几 个 根 , 其 中 既 有 右 稳定 根 , 又 有 左 稳 定 根 , 那么 在 左 端 有 边界 层 的 解 与 在 右 端 有 边 
界 层 的 解 可 能 同时 存在. 确切 地 说 , 可 能 同时 存在 几 个 解 , 其 中 每 个 解 的 边界 层 就 出 
现在 两 个 端点 中 之 一 . 这 种 例子 在 本 章 的 813 中 第 二 段 给 出 . 

但 是 , 利用 奇 摄 动 初 值 问题 的 结果 来 研究 奇 摄 动 边 值 问题 的 可 能 性 却 不 止 这 一 
些 . 元 论 方程 F(z,y,t) = 0 有 右 稳定 根 还 是 有 左 稳定 根 , 都 可 能 存在 这 样 一 种 边 值 
问题 , 即 初始 点 如 位 于 所 考虑 区 间 内 部 的 初 值 问题 . 解 在 to 处 的 值 就 像 前 面 那样 可 
以 表示 成 (4.2) 的 形式 , 而 如 本 身 位 于 区 间 内 部 的 什么 地 方 也 是 事先 不 知道 的 . 在 
这 种 初始 条 件 下 , 同样 可 以 构造 (3.24) ~ (3.26) 形式 的 渐 近 展开 式 , 而 且 当 构造 如 
左 端的 解 时 利用 方程 F(z,y,t) = 0 的 左 稳定 根 , 而 在 构造 to 右 端的 解 时 , 利用 方程 
的 右 稳定 根 . 将 这 些 展开 式 代 人 (4.1), 可 得 决定 如 和 系数 xi 的 方程 . 可 以 期 望 用 这 
种 方法 对 初始 数据 为 (z0, to) 、 且 在 to 邻 域 有 边界 层 的 初 值 问题 所 构造 的 展开 式 是 
问题 (3.18), (4.1) 某 个 解 的 渐 近 展开 式 . 在 本 章 的 815 中 证 明了 两 点 边 值 问题 存在 
具有 刚才 所 描述 的 渐 近 性 质 的 解 , 亦 即 存在 边界 层 在 to 邻 域 的 解 . 由 于 to 位 于 给 定 
区 间 的 内 部 , 所 以 这 种 边界 层 又 称 为 内 部 边界 层 . 

上 面谈 到 的 把 求解 边 值 问题 变 成 求解 具有 (3.24) 渐 近 展开 式 的 初 值 问题 的 思 
想 , 很 可 惜 只 允许 研究 相当 有 限 的 一 类 问题 (尽管 初始 点 既 可 以 取 在 区 间 的 端点 , 也 
可 以 取 在 它 的 内 部 , 而 且 对 问题 (3.18), (4.1) 构造 出 来 的 解 也 具有 不 同 的 渐 近 性 质 ) 
. 实际 上 , 在 这 个 过 程 中 , 要 求 方程 F(z,y,t) = 0 存在 右 稳定 或 左 稳定 根 , 而 且 只 有 
这 两 种 根 才 能 用 于 形 如 (3.24) 渐 近 展开 式 的 构造 . 

但 是 , 正如 我 们 在 第 一 章 中 所 看 到 的 , 当 方 程 F(z,y,t) = 0 的 根 既 不 是 右 稳定 
根 也 不 是 左 稳定 根 时 , 亦 即 其 特征 方程 的 根 具有 不 同 符号 的 实 部 ( 见 (1.18)), 这 时 边 
值 问题 ( 见 (1.14), (1.19)) 的 解 也 可 以 有 完全 确定 的 极限 . 显然 , 为 了 构造 这 种 问题 
解 的 渐 近 展开 式 , 无 论 上 述 方法 中 的 哪 一 个 都 不 适用 于 这 种 边 值 问题 的 研究 , 更 不 
能 依靠 第 三 章 的 结果 , 而 需要 提出 某 种 新 方法 . 
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在 本 章 的 814 中 我 们 将 对 方程 F(z,y,t) = 0 的 根 是 条 件 稳定 时 给 出 两 点 边 值 
问题 解 的 存在 性 证 明和 构造 渐 近 解 的 方法 , 这 里 所 谓 条 件 稳定 是 指 相 应 的 特征 值 Xi 
有 不 同 符号 的 实 部 . 值得 注意 的 是 这 时 构造 的 渐 近 解 从 形式 上 看 仍然 是 从 第 三 章 发 
展 起 来 的 , 不 过 较为 复杂 而 已 , 因为 这 时 边界 层 既 出 现在 区 间 的 左 端点 , 也 出 现在 区 
间 的 右 端点 , 且 与 第 三 章 相 比 , 边界 函数 也 有 所 不 同 . 

在 条 件 稳定 根 的 研究 中 , 引进 和 构造 形 如 (3.24) 的 双边 界 层 展开 式 极 大 地 扩展 
了 可 以 构造 渐 近 解 的 (3.18), (4.1) 问题 类 . 特别 在 本 章 的 $15 中 讨论 了 在 区 间 [0, 1] 
的 某 些 内 点 处 出 现 边界 层 问题 的 解 . 

在 上 面 所 讨论 的 情形 中 , 我 们 都 假设 : 对 于 每 一 个 自 变 量 的 值 , 解 都 可 以 表示 成 
ш 的 (4.2) ЖИЗНЕННОЕ. 但 却 可 能 存在 不 满足 这 种 假设 的 情况 . 在 516 中 就 
给 出 了 一 些 边 值 问题 的 简单 例子 , 它们 并 不 满足 所 述 的 假设 , 亦 即 当 и 一 0 ВУ, 在 点 
+ = 0 处 的 值 2 趋 于 无 限 . 是 否 可 以 将 第 三 章 和 本 章 813 所 描述 的 构造 也 推广 到 适用 
于 这 种 情形 呢 ? 结果 是 : 如 果 方 程 (3.18) 中 的 函数 关于 z 是 线性 的 , 那么 当 (4.2) 中 
出 现 р 的 负 短 时 也 可 以 构造 初 值 问题 浙 近 解 的 结果 , 补充 和 扩大 了 可 以 构造 渐 近 解 
的 边 值 问题 的 范围 . 这 类 问题 也 将 在 本 章 816 中 进行 讨论 . 

这 就 是 将 在 本 章 研 究 的 边 值 问 题 渐 近 解 方法 的 概述 . 
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一 、 两 点 边 值 问题 及 其 渐 近 解 的 构造 方法 ”我 们 在 区 间 [0 < t < 1] 上 考虑 方程 
组 


42 _ ау _ А 
/元 一 F(z, y,t), + 一 f(z,y,t); (4.4) 


其 中 z ЖЕ М 维 向 量 ,y у Я т 维 向 量 函 数 ; 而 给 定 的 边界 条 件 为 
Е(2(0, р), 2(1,и)) = 0; (4.5) 


这 里 В Е (М + т) 维 的 向 量 函 数 . 

我 们 将 证 明 , 在 一 定 条 件 下 , 边 值 问题 (4.4), (4.5) 有 边界 层 在 点 t = 0 邻 域 的 
解 , 而 且 我 们 构造 出 这 个 解 的 渐 近 展开 (边界 问题 的 这 种 类 型 在 [14] 中 研究 过 .) 

为 此 我 们 将 分 成 几 步 进行 讨论 . 首先 按照 上 节 指 出 的 方法 构造 (3.24) ~ (3.26) 
类 型 的 级 数 , 它们 是 辅助 初 值 问题 解 的 渐 近 展开 式 . 其 次 证 明 在 此 展开 式 主 项 邻 域 
中 , 确实 存在 问题 (4.4), (4.5) 的 解 , 而 且 这 个 展开 式 就 是 该 解 的 渐 近 展开 式 . 

在 进行 构造 的 过 程 中 , 我 们 将 逐步 地 对 (4.4) 的 右 端 加 上 某 些 条 件 , 像 在 前 面 那 
样 , 1781,1, … , 编 上 号 码 . 


І. 设 方程 F(z,y,t) = 0 有 根 z = p(y,t), 它 在 (y,t) 空间 的 某 个 区 域 D 中 有 定 
义 、 且 是 孤立 的 . 
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如 上 节 所 述 , 我 们 在 t= 0 处 给 定 初始 条 件 
(0, и) = x (p) = то + ра +. + Tk +, (4.6) 


其 中 ть, = 0,1,…, 为 暂时 未 知 的 待定 参数 . 我 们 按照 公式 (3.24) ~ (3.26) 写 出 初 
值 问题 (4.4), (4.6) 的 渐 近 解 
z(t, и) = (60) + Пат, и) | кал) 
= Fo(t) + и. (@) + + Шоз(т) + ШЕз(т) +. | 
显然 , 在 这 个 展开 式 中 含有 (4.6) 的 参数 ть: zo(t) 中 只 含有 参数 yo, 因为 000) 是 
由 方程 组 ( 见 (3.31)) 


= f(z0, yo, t), 20 = p(yYo,t), (4.8) 
及 初始 条 件 ( 见 (3.122)) 
| (0) = yo, | (4.9) . 
所 决定 . НАХ, x1(t) 不 仅 依 赖 于 参数 yj, 还 依赖 于 yo, ло; 这 是 因为 ( 见 (3.33), (3.123)) 
20 = Вы + Fy, 0 = 79а +70 (4.10) 
9 (0) = ш-+ Г По (7)dr. (4.11) 
0 


不 难看 出 , xz1(t) 对 yo 和 zo 的 依赖 性 是 通过 (4.10) 右 端的 系数 、 以 及 (4.11) 右 
端的 积分 来 实现 的 ( 见 (3.34), (3.43) 和 (3.124)), 而 对 y 的 依赖 性 ( 正 是 这 个 依赖 性 
对 后 面 的 讨论 有 用 ) 是 由 于 y 线性 地 出 现在 (4.11) 右 端 . 一般 来 说 , 由 方程 组 ( 见 
(3.36)) 

1 туь + F(t + А0), 


ра (4.12) 
Tk = (зь + F(t + fi(t); 
所 决定 的 F(t) 是 通过 初始 条 件 ( 见 (3.123)) 
(= + | дь (т) (413) 
0 


而 线性 地 依赖 于 ук (以 及 也 还 依赖 于 zx;, i < К). 
为 了 求 出 展开 式 (4.7) 中 所 有 的 项 , 需要 知道 参数 ть, К = 0,1,2,..., 我 们 现在 
就 来 说 明 如 何 逐 次 确定 它们 . 为 此 将 (4.7) КЛ (4.5), 然后 把 得 到 的 (4.5) 也 对 4 Е 
Я. 这 时 应 当 考虑 到 z(1, р) = 201, и), 因为 项 Isz( 上 ) Ч + = 1 时 是 指数 式 衰减 的 ， 
从 而 可 以 忽略 , 这 是 由 于 它 的 量 阶 是 比 р 的 任何 其 次 都 高 的 无 穷 小 量 (参看 第 三 章 
811 第 4 段 ) . = 2(0, и), 则 有 х(0, и) = zo(p), 这 是 由 公式 (4.6) 给 出 的 . 因此 有 


В(2° (и), (1, и)) = В + Е t+ Вк+..-=0; (4.14) 
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由 此 得 出 

В, =0, k=0,1,2,.... (4.15) 
当天 = 0 时 有 

Во“ R(xo, т(1)) = 0. (4.16) 
在 这 М + т 个 方程 中 , 可 以 将 zo 的 М 十 m 个 分 量 看 成 未 知 数 , 因为 从 (4.8), (4.9) 
可 知 20(1) 也 是 yo 的 已 知 函 数 (我 们 总 假设 问题 (4.8), (4.9) 对 yo 在 其 变化 区 间 中 
的 任 一 点 都 有 在 区 间 [0, | 上 有 定义 的 解 ) . 


П. 设 方程 (4.16) 关于 zo 有 解 zo = 10, 且 函 数 行列 式 


Е] 


Ao(zo)| д0 0. (4.17) 
20=50 20—20 


求 出 х0 后 , 就 可 以 从 (4.8), (4.9) 解 出 т0(1); 然后 从 (3.34), (3.124) 求 出 Пог(т) 
(Поу(т) = 0). | 
Ш. 5 0<#<1 8 (70(0), 0) Е р( 1). 


ТУ. ЖЕ Р, (0 2 Е» (200), 9000), 0 的 特征 值 和 (t) 满足 右 稳 定 条 件 ( 见 511 
第 2 段 ) 
Вел; (#) <0, 0g<t<1,1i=1,...,M. (4.18) 


У. ЖЕ 20 属于 附加 方程 组 9 — = Е(2,00,0) 的 奇 点 多 = (0,0) 的 影响 域 ( 见 
(2.24)). 


我 们 现在 考虑 (4.15) 中 = 1 的 方程 组 
= Ri(z0)71 + (20), (1) = 0, (6.19) 


其 中 Ri 表示 В 的 分 量 对 zx(0, п) ЕН ЖОЕ, в. 表示 В 的 分 量 对 x(1,4) 分 
量 的 导数 矩阵 . 对 i = 1 2，Ri(zg) 为 Р. (то, т0(1, то))[, оао 的 简写 , 这 里 x0(1, то) 
是 问题 (4.8), (4.9) 的 解 在 + = 1 的 值 (通常 在 退化 方程 组 的 解 中 ， 我 们 并 不 指明 它 
对 初 值 的 依赖 性 , 但 对 现在 讨论 的 问题 , 这 却 是 很 重要 的 ). 

在 方程 (4.19) 中 , 将 分 量 з 看 成 未 知 量 ; 于 是 不 难看 出 方程 组 (4.19) 关于 zi 
是 线性 的 , 这 是 因为 关于 x1(t) 的 方程 组 (4.10) 是 线性 的 , 而 且 初 始 条件 (4.11) ХР у 
也 是 线性 的 . 可 以 证 明 , 线性 方程 组 (4.19) 中 zi 的 系数 行列 式 与 Ag 是 完全 一 样 的 . 
实际 上 , 对 应 于 Ag 的 矩阵 有 如 下 形式 


дто(1 
Вл (20) + Е2(20) ol Е: о? (4.20) 
20—20 
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(记号 Ri(zg), В2(29) 与 (4.19) 相同 ) 而 方程 组 (4.19) 中 zi 的 系数 矩阵 为 


i 21). 
21 


Е. (20) + Во(20) ——=———- (4.21) 


在 (4.20) 中 的 矩阵 0 可 以 从 (4.8) 两 边 直接 对 zo 求 导 得 到 的 方程 组 求 出 ， 
这 个 方程 组 就 是 (4.8) 关于 退化 解 的 变 分 方程 组 .显然 这 时 5 д 无关, 因此 有 


到 (20) = (4.22) 

而 29069) 是 由 方程 组 
Уо 
0 oo 
0= FF,(t) Д + Р,@ Эш аза 
а(Әу\ _- ду 

及 只 对 未 知 函 数 “yj"” 给 出 的 初始 条 件 ( 见 (4.9)) 

ти Е, | (4.24) 
所 决定 (Е, М т х т 单位 方 阵 ). 


ЖЕ (4.21) 中 的 和 矩阵 Зза) 可 用 类 似 的 办 法 从 (4.10)，(4.11) 求 出 ; 这 时 


20) = 0 而 关于 28 00 а) 的 方程 组 则 由 《410) АЕ и 求 导 得 到 


显然 这 与 (4.23) 完全 一 样 . 至 于 тЫ ;71) 的 初始 条 件 则 由 (4.11) РНЕ и 求 
导 得 出 , 易 见 这 与 (4.24) 一 样 , 因此 有 
дт. (1,21) —_ Это(1, 20) 
Oxi Е дто т0=20 ° 

总 之 , 方程 组 (4.19) 中 zi 的 系数 行列 式 实际 上 就 是 A9, 于 是 由 条 件 工 即 知 它 
关于 zi 是 可 解 的 . 

完全 类 似 地 可 从 方程 组 В, = 0 确定 ть; 实际 上 ，R 是 zk 和 FE.(1) 的 如 下 线 
性 表达 式 

В. = Ви (20)хь + В(20) (1) + ть = 0, (4.25) 

其 中 非 齐 次 项 г, 只 依赖 于 zi, i < К. 显然 , 在 方程 组 (4.25) Ф, zk 的 系数 矩阵 与 
(4.21) 的 不 同 之 处 只 是 用 bh) 20) к 2202) 2) 而 已 . 因此 像 在 К = 0,1 那样 


§13， 单 边界 层 的 边 值 问题 .61. 


我 们 有 2° ать з) 2к) = 0, 而 和 于 :zi 则 由 (4.12) 的 变 分 方程 组 , 即 如 (4.23) 那样 的 
方程 组 所 凑合 此 外 由 (413), 初始 条 件 也 与 (4.24) 一 样 ; 从 而 由 解 的 唯一 性 即 知 


дть(1,тк) 070(1,2Z0) 


Oxk Ото 20=20 


总 而 言 之 , 我 们 可 以 逐步 地 确定 (4.6) 的 所 有 参数 和 展开 式 (4.7) 中 所 有 项 . 实 
际 上 , 这 个 展开 式 就 是 问题 (4.4), (4.5) 的 解 的 渐 近 展开 式 , 它 确实 是 存在 的 , 且 在 一 
定 意义 下 是 唯一 的 . 

对 于 (4.4) 右 端 及 R(x(0, и), 2(, р)) 的 可 微 性 阶 数 ,我们 补充 一 个 如 上 章 条 件 I 类 
型 的 要 求 : 


УІ. 设 F(z,y,t) 和 f(z,y,t) 在 曲线 Lo 的 某 6- 管 中 有 直到 包括 n 十 2 阶 在 内 的 
连续 偏 导 数 , 而 В(т(0, и), х(1, р) 在 点 (29, 20(1,20)) 的 邻 域 中 也 有 直到 和 包括 nn 十 2 
阶 在 内 的 连续 偏 导 数 . 


这 里 Lo 为 在 前 两 章 中 遇 到 过 的 同样 曲线 , 它 由 两 个 分 支 组 成 : 


Гол = {(2, у, |2 = 20(0) + Iloz(7), 7 > 0, у = 00; t= 0}, 


Го = {(2,0,0|2 = 20 (8, у = 9(0),0<1<1}. 


像 在 上 一 章 那 样 , 我 们 用 X(t, и) 表示 展开 式 (4.7) 的 部 分 和 , 于 是 有 如 下 定理 : 


定理 4.1 当 满 足 条 件 I ~ VI 时 ,存在 常数 ш > 0,5>0 和 c > 0 使 得 当 
О<р< р 时 , 在 曲线 Lo 的 5- 管 中 存在 问题 (4.4), (4.5) 的 唯一 解 Хр), ВЯ 
0<<t<1 满足 不 等 式 

| XG,p) – Xnlt, р) |< сш". (4.26) 


注 1. 如 果 只 考虑 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 那么 在 条 件 VI 中 只 须 假设 n = 0. 
2. 由 (4.26) 得 出 
lm Ур) = 0), МОХ 1; 


20, 241-0, 

20(0), 40 <#<1. 
亦 即 所 构造 的 解 在 t = 0 的 邻 域 中 存在 边界 层 . 于 是 若 在 条 件 (4.18) 中 把 不 等 号 改 成 相反 , 而 且 
在 构造 形式 解 的 整个 过 程 中 把 边界 点 t == 0 与 上 = 1 的 作用 相互 对 换 , 那么 我 们 可 以 得 到 边界 层 
在 上 = 1 邻 域 中 的 完全 类 似 定理 . 

3. 当 方 程 组 F(z,y,t) = 0 存在 儿 个 根 , 或 者 Ro = 0 | 见 (4.16)) 存在 几 个 解 时 , 就 可 能 存 
在 几 个 在 定理 4.1 中 所 给 出 类 型 的 解 (参看 第 二 段 结束 前 的 例子 ) ; 这 时 解 的 边界 层 可 能 有 的 在 左 
端 , 有 的 在 右 端 , 因此 问题 (4.4), (4.5) 解 的 唯一 性 , 一 般 来 说 已 不 再 成 立 . 


lim Z(t, р) = { 
A—0 А 
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二 、 定 理 4.1 的 证 明 我 们 从 找 出 这 个 证 明 所 需要 的 某 些 关 系 式 开始 . 以 z(t, jo 
20) 记 方 程 组 (4.4) 满足 初始 条 件 z(0, и, 20) = z0 的 解 , 并 将 RR(z0,z(1, и, 20)) 看 成 
20 和 4 的 函数 . 把 行列 式 В) 记 作 дао, и). 于 是 可 以 证 明 有 渐 近 表达 式 


D(z°) 
(27, и) = Ao(z°) + О(и) (4.27) 
成 立 . 其 中 Ao(z0) 为 上 面 引用 过 的 行列 式 те ( 见 (4.17), 不 过 这 时 是 用 20 代 
替 原 来 的 zo. 
行列 式 人 的 元 素 为 
(29, ша) + А89, 801,27) eh, (428) 
这 里 Р, 的 意义 与 (4.19) 相同 . 由 第 三 章 511 中 第 4 和 第 6 段 的 说 明 可 知 
201,029) = 20 (120) +О(и), (4.29) 


其 中 (1,20) 为 退化 方程 组 (4.8) 满足 条 件 о (0,20) = 07 的 解 , 至 于 ОА), 
它 满足 把 (4.4) 两 边 对 z0 求 导 所 得 到 的 方程 组 

а /Oz 

о’ - ,Ё Р, ,Ё 2 И 
аа) fz(%, 0,4) 25 + (2,0,0) 24; 


及 初始 条 件 
92(0, м, 29) — ви 

дт ът: 
方程 组 (4.30) 与 原来 的 (4.4) 是 属于 同一 类 型 的 方程 组 , 只 是 前 者 的 右 端 还 含有 
ш 系数 通过 z(t, и, z0) 而 依赖 于 jp ), 因此 不 能 直接 将 第 二 章 和 第 三 章 的 结果 用 于 
(4.30). 但 是 这 个 困难 可 以 避免 , 这 只 要 把 (4.30) 与 (4.4) 联合 起 来 看 成 一 个 整体 . 不 
难 相信 , 这 样 的 联合 方程 组 满足 第 二 章 和 第 三 章 的 所 有 条 件 (建议 读者 把 验证 这 个 

结论 作为 一 个 练习 ) . 因此 根据 第 二 章 和 第 三 章 的 结果 有 
9т(1, и,2°) /Oz 

Or? (25) 


+0(и) (4.31) 


01#=1 


成 立 . 其 中 (=). № (4.30) 的 退化 方程 组 的 解 , 下 面 我 们 总 是 用 上 面 一 横 、 下 标 


为 0 的 记号 来 表示 它 Е. 


我 们 对 5 дг 和 са 分 别 进行 讨论 . 2 满足 方程 组 (4.30) 和 初始 条 件 


入 


920, pT) рь 000,2") 0 
д М, 0" 
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不 难看 出 其 退化 方程 组 与 初始 条 件 为 


d/Oy\ = Oz 一 ду ду 一 
$ (55) 一 (5.5), +7 (95), (55), t=0 0 
由 此 显然 有 
(22), =0. (4.32) 
至 于 20 它 满足 与 (4.30) 一 样 的 方程 组 及 初始 条 件 
д2(0, мт‘) Oy0,4,7) 
om 0 др 7" 


因此 有 


(4.33) 


一 т + 


атау \ _ Oz (2) 
208), е8) ноа), ©)... 
把 问题 (4.23), (4.24) 与 问题 (4.33), 以 及 关系 式 (4.22) 与 (4.32) 进行 比较 , 可 以 


得 出 如 下 结论 : 20020) 与 (==) 的 差别 只 是 变量 的 记号 不 同 而 已 , 前 者 的 变量 
0 
为 то, 而 后 者 记 作 2°; 因此 有 


Ozolt,7°) 070o(b то) ar 
а и - 一 о а (25). (4.34) 
由 (4.29), (4.31) 和 (4.34) 可 得 (4.28) 的 如 下 渐 近 表达 式 
з, х 0) 


Е. (29, т0(1,20)) + (2°, т0(1, 20) 9—2 


即 渐 近 表达 式 (4.27) 是 正确 的 . 

现在 我 们 回 到 定理 4.1 的 证 明 ， 由 (4.17) № R(z0,zo(l,z0)) 的 分 量 对 zo 分 量 
导数 的 连续 性 得 出 , 存在 5 > 0 充分 小 , 使 得 Ao(z?) 在 以 20 为 中 心 , 以 5 为 半径 的 
球 5; 内 不 为 零 , 即 


+ О(и), 


~ До(20) #0, 3420 є бу; (4.35) 
于 是 由 (4.27), Ч ре (0, шо] 充分 小 时 有 


Д(2°, и) 20, 420 є 55. (4.36) 
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我 们 考虑 R(x?, zo(1, 2x0)). 由 于 (4.35), 可 以 在 В 的 值 空间 中 找 出 这 样 的 区 域 w, 使 
得 函数 Е = R(x,zo(1, 20)) 在 55 与 到 的 点 之 间 实 现 一 一 对 应 . 这 时 由 于 20 本身 
的 定义 (2601), 亦 即 由 于 

R(x8, zo(1, 20)) = 0, (4.37) 
即 知 x? 空间 的 点 20 对 应 于 А 值 空间 中 的 点 R= 0. 我 们 还 注意 到 Ss 种 都 不 依 
ИР р, 因而 可 以 在 А 的 值 空间 中 找 出 这 样 一 个 以 R = 0 为 中 心 且 不 依赖 于 的 
球 5., 使 得 5. со. 

现在 考虑 К(29, т(1, м, °)). 由 于 (4.29) 我 们 有 


В(20,2(1, 3, 2°)) = В(т°, (1, 2°)) + О(и); (4.38) 


于 是 从 (4.36) 得 出 , 在 А Е НЕХ (и), 使 得 函数 К = В(20,2(1, и, х0)) 
在 55 与 (и) 的 点 之 间 实 现 一 一 对 应 ; 而 且 由 (4.38), w(p) 的 点 相对 于 2 中 对 应 点 
的 移动 不 大 于 O(p), 亦 即 当 jy 充分 小 时 有 Se © о (и); 特别 , 点 В = 0 必定 被 包含 在 
(и) 中 . 因此 在 球 55 中 存在 而 且 是 唯一 的 值 X?(j), 使 得 


R(X (p), 2(1, и, Х9(и))) = 0. 


这 就 意味 着 , 以 Х(0, и) = Х°(р) 为 初始 条 件 的 方程 组 (4.4) 的 解 Х(6 н) 满足 边界 
条 件 (4.5), 亦 即 В(Х (0, и), Ха, и)) = 0. 于 是 为 了 证 明定 理 关于 解 的 存在 唯一 性 结 
№, 只 需 再 证 当 0 <t< 1 时 , 解 Х(Ь р) 仍 留 在 Lo 的 5- 管 中 即 可 ; 而 这 直接 从 (4.26) 
当 п = 0 时 得 出 , 如 果 我 们 能 够 证 明 X(t, ш) 也 满足 这 个 不 等 式 的 话 . 为 此 我 们 转 到 
(4.26) 的 证 明 . 

由 于 (4.36) 以 及 R(x,z(1, р, z0)) 分 量 对 z0 分量 存在 连续 偏 导 , 因此 В = R(z0， 
Zz(1, p20)) 的 反 铺 数 20 = zx?(R, и) 在 (и) 上 有 定义 且 对 в 的 分 量 连 续 可 微 ; 又 因 
为 当 20 є 55 时 有 | дЕ | < с( И, (4.28), (4.29), (4.31)), 故 由 (4.27) 即 知 当 RE w(p) 


Oz 
时 有 


д=°(В, м) | с 
әв | < (4.39) 


其 中 d= лв |Ao(zo)|. 考虑 方程 组 (4.4) 满足 初始 条 件 


z(0,1,7°) = 20 (4.40) 
的 解 . 由 于 (4.38) 和 (4.37), 对 于 这 个 解 有 
(то, (1, р, т0)) = В(то, 20(1,20)) + О(и) = О(и). 
Не В(Х‘ (р), (1, и, Х9(и))) = 0, 由 此 及 (4.39) 即 得 


(4) — 20 [< ср. (4.41) 
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我 们 现在 证 明 (4.26). 首先 考虑 п = 0 的 情形 . 把 满足 条 件 Х (0, ш) = Xo(p) 的 
边 值 问 题 的 解 X(t,y) 与 满足 初始 条 件 (4.40) 的 解 z(t, р, 20) 进行 比较 , 由 于 方程 组 
(4.30) 的 解 Винг) 一 致 有 界 , 即 | Обь) | < с, 故 由 (4.41) 有 


| Х(6 р) – 26,20) [с 0<#<1, ，0<A<SHAo. (4.42) 


另 一 方面 , 对 初 值 问题 (4.4), (4.40) 的 解 来 说 , Xo(t, ш) 是 它 的 零 次 近似 , 因此 由 第 三 
章 的 结果 即 得 


| 2(6 №, 20) — Хо(ь и) |< с, 0<1<1, 0O0<ps ko. (4.43) 


于 是 由 (4.42) 和 (4.43) 推 得 当 п = 0 时 的 (4.26). 
为 了 得 到 对 任意 ”的 (4.26) 式 , 可 进行 如 下 : 代替 (4.40) 取 初 始 条 件 为 


def 
2(0, р, (29),) = (29), 20 十 Hot 十 :十 on 


其 中 20 是 由 上 面 的 算法 而 确定 的 值 . 用 点 (20), 代替 хо, 并 同样 地 进行 所 有 的 推理 ， 
可 以 确信 Хо(и) 满足 不 等 式 (与 (4.41) 比较 ) 


| Х(и) – (29), |< сит, (4.44) 
这 完全 是 由 于 表达 式 
Е((29),,, 201,6, (20)а)) = Вор +: tH Rn + О(и) = Ор") 
的 结果 ; 同时 还 有 
| || 2(6 р, (20),) — Хь(Ь в) |< cut! 0<#<1 0<и< о. 
由 此 及 (4.44) 即 得 对 任意 ”的 (4.26) 式 . 定理 4.1 证 毕 . 


作为 本 段 的 结束 , 我 们 考虑 一 个 说 明 解 的 唯一 性 不 成 立 的 例子 . 考虑 边 值 问题 
|" =-@-у-Пе-у@-у+1, Y= 
2(0) =0, (1) = 

在 此 方程 组 中 , F(z,y,t) = 0 有 三 个 根 y1 = у+1, ро = у фз =у-1. 不 难 验证 ， 
Фі 和 фз 都 满足 定理 4.1 的 条 件 , 因此 问题 (4.45) 有 两 个 解 . 

我 们 在 此 只 就 фу 进行 验证 . 为 此 取 区 域 р №: |у < 3, 0 < t < 1. 显然 在 此 区 
域 中 , 三 个 根 фл, фо, фз 都 是 孤立 的 (АЕТ) . 为 了 验证 条 件 工 , 我 们 求 出 问题 (4.8), 
(4.9) 的 解 zo(t), 即 


Volt) = (yo + De: – 1, Zz0(t) = (yo + 1)е“. 


(4.45) 
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这 时 方程 组 (4.16) 成 为 zo = 0 和 (уо + 1)е– 1 = 0. 由 此 即 得 zo = 0, yo = е7 – 1, 
亦 即 方程 组 (4.16) 关于 го, yo 是 可 解 的 , НН Ло = e # 0. 因此 最 后 可 得 7,(0) = 
一 1 十 et-1, 20(#) = е. 显然 , 当 0<tsg1 (0,0 Е р( ЕШ). 我 们 验证 


条 件 IV. 由 于 对 任意 的 yy， 5. = -2 因此 这 对 у = и) 也 成 立 , 即 满足 
右 稳定 条 件 . 最 后 , 条 件 V 也 满足 ; 实际 上 附加 方程 组 (2.24) 为 
dz 


а= (0—71) 711) е71 +2). 
于 是 由 第 二 章 57 第 五 段 的 结果 , 不 难 相信 , 由 初始 条 件 Z(0) = zo = 0 (0 位 于 e-!-1 
Бе! 之 间 ) 所 确定 的 解 (7), 当 т 一 +oo ЕТ e-!, ВТ pl(yo,0). 

”练习 ”验证 ps 也 满足 定理 4.1 的 条 件 , НЕ у, (© = 1 一 et-1. 


这 样 一 来 , 问题 (4.45) 至 少 有 两 个 解 , 其 y ЛИЛЯ у = е1 (对 
应 于 ф. К) 9 9000) = 1 е1 (对 应 于 фз 的 解 ). 


三 、 其 他 类 型 的 定 解 条 件 上 述 方法 也 可 用 于 比 (4.5) 更 复杂 的 定 解 条 件 问 题 
( 见 [19]). 本 段 将 用 例子 来 说 明 三 个 问题 ; 当然 , 这 并 不 是 说 所 述 方法 只 限于 这 类 问 
题 . 对 于 这 三 个 问题 中 的 每 一 个 , 我 们 都 没有 进行 详细 的 推导 , 而 只 是 简单 地 描述 构 
造 渐 近 解 的 算法 . 但 是 如 果 需 要 的 话 , 可 以 应 用 第 二 段 的 方法 进行 论证 . 我 们 建议 将 
此 作为 读者 的 练习 . 


1. 多 点 边 值 问题 假设 定 解 条 件 为 
Н(2(0, и), z(t1, м), 7 ,T(tp, в), 2(1, 4)) = 0, 


其 中 二,… ,如 为 在 区 间 (0, 1) 中 给 定 的 数 . 按照 第 一 段 所 说 的 方法 , 可 以 把 求解 这 
个 问题 变 成 求 初 值 问题 (4.4), (4.6) 的 解 ; 展开 式 (4.7) 及 其 各 项 应 满足 的 方程 和 条 
件 (4.8) ~ (4.13) 均 不 必 改 变 , 需要 变动 的 只 是 决定 (4.6) 中 参数 zk 的 方程 .代替 
(4.16) 有 

Ro 2 R(xo, Folt1),... ,Foltp), о(1)) =0. = (4.46) 


因为 由 (4.8), (4.9) 可 知 , z0(t1),… ,zo(tp), zo(1) 都 是 хо 的 函数 , 因此 像 在 第 一 段 那 
样 , 在 (4.46) 中 可 以 看 成 是 未 知 量 的 也 只 有 zo; 如 果 (4.46) 关于 то 可 解 , 且 对 应 的 
行列 式 不 为 零 , 那么 随后 的 近似 方程 А. = 0, К = 1,2,…, 也 将 关于 zk 可 解 , 从 而 
(4.6) 的 所 有 参数 都 可 以 确定 , 这 就 意味 着 构造 出 (4.7). 


2. 辅助 参数 问题 ”假设 定 解 条 件 的 个 数 超过 了 (М + т), 但 方程 组 含有 未 知 参 
数 А, 那么 在 决定 А 的 值 时 , 可 以 要 求 方程 组 满足 补充 条 件 . 考虑 方程 组 
ау 


一 F(z,y,t, А), + = (2, у, і, А); 


dz 
АРТ 
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其 中 z,y 和 和 (参数 ) 分 别 为 М, т 和 р НЕ, 而 定 解 条 件 为 
В(2(0, и), 2(1,и)) = 0, 


这 里 АУ М 十 m+p 维 向 量 (为 了 确定 起 见 , 这 里 只 考虑 两 点 边 值 问题 ) . 
对 于 这 类 问题 的 研究 也 可 以 归结 为 第 一 段 所 述 的 格式 , 唯一 的 改变 是 А 也 对 р 
展开 成 级 数 : А = №0 + и: +... + КА +.... 于 是 代替 (4.16), 现在 有 


Ro EE R(zo, т0(1, то, M0)) = 0; 


在 这 个 方程 组 中 可 将 分 量 zo, о 看 成 待定 的 未 知 量 , 其 个 数 正好 与 方程 的 数目 (M+ 
т+ р) 一致 在 随后 的 近似 中 , 我 们 得 到 关于 zx, № 的 方程 Rs = 0. 

对 于 这 类 含有 参数 》 的 问题 也 可 以 归结 为 条 件 极 值 的 变 分 问题. 但 是 在 变 分 问 
题 中 自然 会 出 现在 本 章 $12 中 提 到 的 条 件 稳定 情形 , 这 将 在 $14 进行 详细 研究 , 因 
此 专门 在 814 的 第 十 一 段 将 讨论 有 关 变 分 的 问题 

з аали ЕЖА 不 仅 出 现在 方程 中 , 也 可 能 出 现在 边界 条 件 中 ， 一 阶 
方程 式 9 = (党 ,yt) 或 者 二 阶 方程 组 的 变动 边 值 问题 


dz 
at (=, 7, 2), 2; 


2(0, р) = о, У(Л, и) = а(А), 2(А,и) = КЛ); (4.47) 
就 是 这 类 问题 的 一 个 例子 . 其 中 о 为 给 定常 数 , o(A),5(CA) 为 给 定 函数 . 特别 当 b(X) = 
-5 时 , 所 论 问题 有 简单 的 几何 意义 , 即 要 求 找 出 一 条 曲线 yt и), 使 得 它 与 某 给 


定 曲 线 y = а(#) 相交 成 直角 . 
令 入 = м +иА, +..-, 以 及 解 在 t = 0 时 的 展开 式 仍 为 (4.6). 将 (47) 代入 
(4.47) 可 得 
20 + р + = а, (4.48) 


Зо (№) + ЩА: (Хо) + 7; (№о)] + ш 1% 90 (Ло) + А70 (Ло) + А (№) + 9(№)] +. 


= а(№) + риа’ (№) + и? |а") + Ха’ (А) +..., (4.49) 

以 及 在 (4.49) 左 端 以 z 代替 у, 而 在 其 右 端 以 5 代替 a 得 到 的 关系 式 , 于 是 零 次 近 
似 为 | 

20 =а, 90(Ао) = а(Ло}, Зо(Ло) = (Ло); (4.50) 

其 中 z0, уо, № 为 待定 未 知 量 ; 但 由 第 一 个 方程 即 得 zo = а (以 及 同样 由 (4.48) 立即 

得 到 高 阶 近似 zx = 0). (4.50) 中 关于 而 (Mo) 和 20(Ао) 的 方程 也 依赖 于 初 值 yo; 我 
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们 假设 这 些 方程 对 yo, Ао 是 可 解 的 (这 时 还 应 满足 Ао > 0), 且 对 应 的 函数 行列 式 不 
为 零 ; 则 像 前 面 所 研究 的 情形 那样 , 这 个 条 件 也 保证 了 构造 所 有 高 阶 近 似 的 可 能 性 . 

当 (4.4) 为 定常 方程 组 时 ; 求 其 周期 解 问题 也 是 一 个 在 边界 条 件 中 -含有 参数 А 
的 问题 ( 见 [16]). 


$14. 条 件 稳定 的 情况 (有 双边 界 层 的 边 值 问题 ) 


一 、 边 值 问 题 类 的 扩充 在 上 节 我 们 研究 了 一 类 边 值 问题 , 其 渐 近 解 可 由 求解 
初 值 问题 时 得 到 的 展开 式 (3.24) ~ (3.26) 来 进行 构造 . 这 时 要 求 特征 方程 (3.21) 的 
特征 根 Xi 人 满足 稳定 性 条 件 (3.22). 对 初 值 问题 来 说 , 这 个 条 件 是 自然 的 , 而 且 在 下 
述 意 义 下 是 实质 性 的 , 即 若 这 个 条 件 不 满足 , 则 初 值 问题 的 解 当 / 一 0 时 , 或 者 其 极 
限 一 般 不 存在 (例如 当 存在 ReXi(t) > 0 的 根 时 , 可 参看 第 一 章 方程 (1.10) 当 a > 0 
的 情形 ), 或 者 关于 极限 过 程 的 定理 仍然 成 立 , 但 渐 近 展开 式 却 是 另外 的 样子 ( 当 渐 
近 稳 定 条 件 仍然 成 立 , 但 不 能 用 一 次 近似 来 表示 时 , 就 是 这 种 情况 , 例如 参看 [20]). 

当 考 虑 边 值 问题 时 , 例如 在 本 章 $12 中 所 注意 到 的 那样 , 条 件 (3.22) 已 经 不 是 
实质 性 条 件 , 而 只 是 在 上 节 中 发 展 起 来 的 方法 本 身 的 需要 而 已 . 我 们 再 来 回忆 一 下 
例子 (1.14), 其 特征 方程 有 根 Л, < 0, № > 0, 即 条 件 (3.22) 不 满足 . 这 时 初 值 问 题 
的 解 当 р 一 0 时 , 其 极限 一 般 并 不 存在 . 但 是 边 值 问题 (1.14), (1.19) 却 收敛 于 退化 
解 , 因此 这 类 问题 已 经 不 能 再 用 上 节 的 方法 进行 研究 了 . 

这 个 例子 说 明 , 当 研究 边 值 问题 时 , 稳定 性 条 件 (3.22) 应 当 用 更 一 般 的 条 件 来 
代替 , 即 要 求 特 征 方程 的 根 的 实 部 不 为 零 , 其 中 某 些 小 于 零 , 而 其 余 大 于 零 . 

虽然 为 了 研究 这 种 情形 不 能 利用 上 章 的 结果 , 但 正 像 下 面 将 看 到 的 那样 , 这 时 可 
以 适当 修改 在 上 章 提出 的 构造 渐 近 展开 的 格式 , 并 加 以 扩充 , 然后 按照 上 章 的 办 法 ， 
但 使 用 一 些 更 复杂 的 工具 ; 可 以 证 明 (在 所 构造 的 形式 展开 的 主 项 邻 域 中 ), 上 述 边 
值 问题 的 解 存在 , 并 且 可 以 证 明 这 种 展开 的 渐 近 特性 . 


二 、 分 块 矩阵 及 其 运算 ”在 这 一 节 我 们 将 遇 到 分 块 的 M x M 阶 方 阵 А; 对 于 这 
样 的 方 阵 , 我 们 采用 如 下 的 记 法 


Ап А 
л | 11 412 


(4.51) 
421 A22 


其 中 Ан, Апо, 421, Ао 是 阶 数 分 别 为 kxk, Ех (М К), (М-К)хк, (М-К)х(М- К) 
阶 的 分 块 矩阵 . 而 矩阵 4 的 元 素 将 用 АЗ, 1,7 = 1,2,… , М, 来 表示 . 
对 于 向 量 函 数 6, 将 类 似 地 写成 如 下 的 两 个 分 块 形式 


р 
C= М ， (4.52) 


514. 条 件 稳定 的 情况 (有 双边 界 层 的 边 值 问题 ) - 69. 
其 中 G 有 大 个 分 量 , 而 6。 有 (MM к) 个 分 量 ; 此 外 ,5 的 第 i 个 分 量 用 с 来 表示 . 
车 在 (4.51) 中 的 А; = 0, hz1 = 0, 则 称 4 УЧА Я, НЕ 


Аз 0 
0 422 


А= (4.53) 


为 了 今后 对 分 块 矩 阵 进行 的 运算 , 我 们 在 此 简要 地 介绍 下 列 运算 规则 (例如 参 
看 [30] 中 第 2 章 第 5 节 ): 
1. 分 块 阵 的 乘积 ”如果 


411 А12 
Аз Аз | 


_ [Вп Вә 


А= = 
B21 B22 


则 有 
АВ= 


Ал Вз1 + А12В21 А1 Ву + А2 B22 
А2 B11 + А2 Вл Аз B12 + A22 B22 


二 阶 分 块 阵 的 乘积 与 А, Ви 不 是 分 块 阵 而 是 矩阵 元 素 时 的 乘积 规则 完全 一 样 . 特 
别 , 车 乘积 因子 中 有 一 个 为 (4.53) 形式 的 对 角 分 块 阵 时 , 那么 当 对 一 个 分 块 阵 左 乘 
一 个 (4.53) 的 对 角 分 块 阵 就 等 于 把 该 分 块 阵 按 行 分 块 左 乘 ,而 对 一 个 分 块 阵 右 乘 一 
个 (4.53) 的 对 角 分 块 阵 , 就 是 按 列 分 块 右 乘 , Вр 


А 0 Ви Вз | _ А11В:1 АпВ!2 
0 А2 | | B21 B22 Аз2Ва Аз В» | 
Di В| | Ан 0 _ Ві А В12422 
B21 B22 0 А B21411 B22A22 
2. 分 块 阵 与 列 向 量 的 乘积 

Аі А А А 

AC = | Аи А | _ | Ана + А1262 | (4.54) 
421 422 | | бә Ал + 42265 


3. № (Frobenius 公 式 ) #7 А Ж (4.51) АКНЕ, Н det 4 0, det А: 7 0, 
则 有 


(4.55) 


А12 Ат + A A12H iAnAn А АшН-! 
—H-!A21Aii H-! ' 


其 中 Н = Аз – Ад Ат Аз 非 异 . 
4. ЖАЮ Е (Вр 412 = 0 或 者 421 = 0), 则 有 


det А = det А; 1 det 422 (4.56) 
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三 、 条 件 稳定 , 不 变 流 形 S+ 和 3S- @ ”我们 考虑 定常 方程 组 


46 
а = (9), (4.57) 


х с 为 欧 氏 空间 RM 中 的 М 维 向 量 . 

我 们 称 具有 如 下 性 质 的 流 形 Л (ВМ 中 的 子 集 ) 为 方程 组 (4.57) 的 不 变 流 形 , 若 
方程 组 (4.57) 从 J 上 出 发 的 轨 线 C(7) 对 一 切 7 (оо, оо) 都 整个 地 位 于 J] 上 . 换 
句 话说 , 这 个 流 形 是 由 (4.57) 的 轨 线 组 成 (例如 , 参看 [62]). 

设 C=0 为 方程 组 (4.57) 的 奇 点 , 即 F(0) = 0, №] (4.57) 关于 (= 0 的 特征 方程 
为 

det(Fe(0) ~ ЛЕм) = 0. 
假设 这 个 特征 方程 的 根 А; 满足 如 下 条 件 : 
ReXi<0i=1 <M Ве А> 0, і=К+1,:::, М. (4.58) 


我 们 考虑 (4.57) 的 一 次 近似 (或 线性 近似 ) 方程 组 


4 = Fe(0). 
& Е. (0) = А, 则 有 


ас _ 
42 = А6 (4.59) 


由 于 方 阵 А 有 正 实 部 的 特征 值 , 因此 方程 组 (4.59) 的 奇 点 C = 0 在 Liapunov 意 
义 下 是 不 稳定 的 ; 但 是 下 面 我 们 将 看 到 , 在 ВМ 中 存在 一 个 维 (k 为 负 实 部 根 的 个 
数 ) 的 线性 子 空间 R*, 它 是 (4.59) 的 不 变 流 形 方程 组 , 而 且 若 只 在 R* 上 考虑 (4.59) 
的 话 , 则 其 奇 点 < = 0 当 т 一 со 时 在 Liapunov 意义 下 是 渐 近 稳定 的 . R* 自然 就 称 
为 稳定 子 空间 . 

如 果 (4.58) 成 立 , 我 们 就 说 (4.59) 的 奇 点 5 = 0 是 条 件 稳定 的 上 面 的 讨论 说 
明 这 个 名 称 的 意义 , 即 如 果 不 是 在 整个 空间 НМ Е, 而 只 是 在 它 的 某 个 子 空间 Re 
上 考虑 方程 组 (4.59) 时 , 则 其 奇 点 是 渐 近 稳定 的 . 

我 们 不 仅 可 以 确信 这 个 稳定 子 空 间 R* 的 存在 性 , 而 且 可 以 找 出 (4.59) 的 解 在 
这 方面 个 子 空间 中 应 取 的 形式 ; 为 此 在 (4.59) 中 作 变 量 蔡 换 


с = Bn, (4.60) 
这 里 的 方 阵 В 把 方 阵 4 变 成 对 角 分 块 形式 


十 
влАв= |С 0 | 0; 
о C- 


@ 在 写作 本 段 时 , 我 们 使 用 了 承蒙 B. А. Тупчиев 允诺 我 们 使 用 的 材料 . 
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ЖН C+ 有 特征 值 和 1,… ,和 x, 而 C- 有 特征 值 和 41,… ,Ам. 这 样 的 方 阵 B 显然 
是 存在 的 , 例如 把 А 变 成 Jordan 标准 形 的 矩阵 . 这 时 (4.59) 成 为 


dm + 
а. = С*т, (4.61) 
ар _ 


出 于 矩阵 С 的 性 质 , 方程 组 (4.61) ВЯ т =0 М т 一 оо 时 是 渐 近 稳定 的 , 而 方 
程 组 (4.62) 的 奇 点 т = 0 Ч т -co 时 也 是 渐 近 稳定 的 . 

考虑 方程 组 (4.61), (4.62) 满足 初始 条 件 m2(0) = 0 (m(0) 任意 ) 的 轨 线 集合 , 于 
是 在 此 集合 上 有 т(т) = 0. 在 变量 ¢ 之 下 , 这 个 轨 线 集合 就 是 我 们 所 要 找 的 R*. 在 
(4.60) 中 令 т = 0, 并 利用 (4.54) 的 记号 即 得 


Я = Вит, б = Вит. (4.63) 
假设 
det Bi #0; (4.64) 
因此 在 (4.63) 中 消去 п, 之 后 , 可 得 在 变量 ¢ 之 下 R* 的 方程 
C2 = Ва Bii C1; (4.65) 
将 此 代入 (4.59), 即 得 С. 应 满足 的 微分 方程 
Еа = (А + A12Ba В) 4 Ас. (4.66) 


可 以 证 明 , 矩阵 A 与 C+ 之 间 有 如 下 关系 


А = BC+Bn. (4.67) 
为 此 , 我 们 采用 另外 的 方法 推出 (4.66); 由 等 式 C = Biim 及 (4.61) 可 得 
8 = в.“ = В Ст = ВиС*ВШа; (4.68) 


比较 (4.66) 与 (4.68) =, 19 (4.67). (4.67) 也 可 以 直接 从 等 式 4B = ВС (В 
ВАВ = С) 得 到 , 这 只 要 在 此 等 式 两 边 令 其 左上 方块 相等 即 可 . 由 (4.67) НИЯ, А 
具有 与 C+ 同样 的 特征 值 , 即 Ni，…… , Xk. 我 们 用 引 理 的 形式 总 结 所 得 的 结果 : 


引 理 4.1 ДЖАН (4.58), (4.64) 之 下 , 方程 组 (4.59) 存在 不 变 流 形 (4.65). 在 此 
不 变 流 形 上 , 方程 组 (4.59) 取 (4.66) 的 形式 , 而 且 А 的 特征 值 为 和 1，… ,A 和. 


注 1. 在 条 件 де В 关 0 之 下 , 可 以 得 到 关于 Ak41,:… ,Am 的 不 变 流 形 的 类 似 引 理 . 
2. 在 二 维 的 情况 下 (Xi < 0, 和 2 > 0), 这 两 个 流 形 就 是 鞍点 (0,0) 的 分 界线 . 
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我 们 现在 回 到 非 线性 方程 组 (4.57). 在 条 件 (4.58) 之 下 , 可 以 类 似 地 证 明 , 方程 
组 (4.57) 也 存在 具有 同样 性 质 的 维 不 变 流 形 S+ 和 (М – к) 维 不 变 流 形 5-; Е 
们 都 是 由 (4.57) 的 整 条 轨 线 组 成 ; 且 在 5+ 上 的 轨 线 当 т 一 оо 时 都 趋 于 坐标 原点 ; 
而 对 5- 上 的 轨 线 来 说 , Ш т 一 -co 时 也 都 趋 于 坐标 原点 . 

我 们 还 发 现 , 在 所 考虑 的 情况 下 , 5+ 起 了 一 个 类 似 于 渐 近 稳定 奇 点 影响 域 ( 见 
$7 中 第 二 段 ) 的 作用 ( 当 т 一 оо). 与 影响 域 的 结构 一 样 , 在 此 我 们 并 不 研究 5+ 的 
全 局 结构 , 而 只 需要 在 〈 = 0 的 某 个 充分 小 邻 域 中 5+ 的 存在 性 , 这 一 点 早已 , 例如 
在 [37] 中 , 得 到 证 明 . (这 使 我 们 想起 , 对 于 渐 近 稳定 奇 点 来 说 , 这 种 局 部 意义 下 影响 
域 的 存在 性 , 可 以 直接 由 渐 近 稳定 的 定义 推出 ) . 关于 5- 也 可 以 进行 同样 的 讨论 . 

从 几何 上 来 说 , 在 线性 系统 的 情况 下 , 5+ 和 5- 都 是 超 平面 ; 而 对 于 非 线性 系 
统 , 一 般 来 说 它们 是 RM 中 经 过 坐标 原点 的 某 些 超 曲 面 . 

我 们 现在 对 5+ 和 5- 的 分 析 表 达 式 作出 某 些 假 设 ， 如 果 定 常 系统 (4.57) 有 
(М 一 1) 个 首次 积分 


(61, : ‚СМ) = с, 1 一 1 AM 1; (4.69) 


且 其 中 的 с, 为 独立 参数 , 则 (4.69) 一 般 来 说 就 完全 确定 了 充满 整个 空间 RX 的 
相 轨 线 集合 . 如 果 在 ci 之 间 加 上 了 一 些 联系 , 例如 令 ci = ci(w1,… ,Uk-1), 这 里 
Wl,"… ;Uk-1 为 独立 参数 , 那么 就 得 到 某 个 由 相 轨 线 组 成 的 上 维 流 形 


(С, --: ,CM) = (ил, , Uk—1), i=1,..……,M—1. 
从 这 些 方程 消去 wi1,… ,ws_1, 则 可 得 到 (М — к) 个 方程 
VC ,CM)=0, j=k+1,..…,M. 
假设 这 些 方程 对 Cr+1,… ,6M 可 解 , 亦 即 
Сі = Ф'(С1,...,С8), i=k+1,...,M, 


或 者 利用 (4.52) 的 分 块 记 法 有 
(2 = Ф2((1). (4.70) 


从 (4.70) 本 身 的 推导 即 知 , 当 相 点 沿 罗 线 运动 时 , 它 是 一 个 恒等式 , 因此 有 25 - 


Fa(C(7)) = НВ (<), (4.71) 
其 中 в, в ДРЫ Е ВО Б Е (М ©) 维 分 块 列 向 量 ( 见 (4.50), 而 НС) = 022, 
由 于 曲面 (4.70) 是 由 整 条 轨 线 组 成 的 , 所 以 (4.71) 满足 关于 с 的 恒等式 


Р,(6($1)) = Н(&) Е! (6(41)), (4.72) 
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这 里 (С) 表示 在 ¢ 中 的 (2 由 Ф061) К. 将 (4.70) 代入 (4.57) 的 右 端 即 得 


че = (С), (4.73) 


ее = В (С). (4.74) 


我 们 用 方程 组 (4.73) 来 确定 С (т), 而 (т) 就 利用 这 个 G1(7) 代入 (4.70) 之 后 求 出 . 
因此 (4.74) 就 变 成 了 一 个 恒等式 . 实际 上 , 由 (4.71) 有 


2 = на) = HC) RC)) = В), 


即 (4.74) 成 立 . 
现在 我 们 提出 对 5+ 的 基本 假设 : 
1. 设 5+ ФЕС 的 某 个 区 域 G+ 上 可 写成 


(2 = $2(01). (4.75) 


如 果 在 流 形 S+ 上 考虑 (4.57), 则 像 上 面 指出 那样 , 它 的 前 个 方程 就 取 (4.73) 
的 形式 , 而 后 (М – к) 个 方程 变 成 了 恒等式 . 显然 方程 组 (4.59) 是 (4.57) 的 线性 近 
似 方程 组 , 关系 式 (4.65) 是 (4.75) 的 线性 近似 , 方程 组 (4.66) 是 (4.73) 的 线性 近似 . 
由 此 得 出 (4.73) В С = 0 也 是 渐 近 稳定 的 , 从 而 如 引 理 3.1 对 Hoz(r) 的 估计 (А, 
Е 810 第 3 ВО 那样 , 车 C1(0) є G+, ЖЖ С (т) 来 说 , (3.58) 型 的 指数 式 估计 也 是 
正确 的 . 从 而 只 要 C2(0) = Ф(С1(0)), 由 (4.75) 即 得 对 C2(7) 的 同样 估计 . 

现在 对 5- 给 出 类 似 于 上 面 对 5+ 所 作 的 假设 : 


2. 设 S- 在 变量 C2 的 某 个 区 域 G- 上 可 写成 
= ®1(C2). (4.76) 


由 此 推出 关于 о 的 类 似 于 (4.73) 的 方程 , 以 及 若 62(0) Е С, 41(0) = Ф1(2(0)), 
则 可 得 到 对 Cz(7) Ж (т) Ч т 一 —со 时 的 指数 式 减 小 的 估计 . 我 们 把 这 些 结果 写 
成 如 下 引 理 : 


引 理 4.2 若 方程 组 (4.57) 的 初始 点 C(0) 65+, 则 对 了 > 0 有 不 等 式 
|| er [< сехр(-кт) (4.77) 
成 立 . 车 初始 点 C(0) E 5S” 则 对 7 < 0 满足 不 等 式 


|| 6(7) |< с ехр(кт). 
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正 像 对 线性 方程 组 (4.59) 那样 , 我 们 称 方程 组 (4.57) 的 点 с = 0 为 条 件 稳定 
奇 点 . 
现在 考虑 (4.73), (4.74) 以 及 (4.75) 的 变 分 方程 组 


аду 


р = ЕРА + Род, (4.78) 

аА 

ра = = РА! + Fy2 Аз, (4.79) 
А, 一 НА;; (4.80) 


其 中 Ai, A2 表示 未 知 向 量 函 数 A 的 分 块 , 而 Е, 为 К УМНЕЕ, К; 的 变 
量 是 C(¢1(7)), 这 里 当 7+ 一 оо ВЕН (т) 一 0. 
可 以 证 明 , (4.79) 可 由 (4.78) 和 (4.80) 推出 (这 与 (4.74) 是 (4.73) 和 (4.70) 的 
结果 完全 一 样 ) ; 为 此 , 将 (4.80) 的 两 边 对 т 求 导 , 并 利用 (4.78) 和 (4.73) 即 得 
ал, ал, ан ад, (Ән 
р = = Н + А: = Н + Sen) (4.81) 
= en + АзН) + (32 в) А;, 


其 中 (22а) 是 以 у 55, ӘН? ps 为 元 素 的 矩阵 ， 把 恒等式 (4.72) 两 端 对 分 量 0, 
і=1 
Ж, 可 得 Fi1 + ЕзН = Н(Е + ВН) + БСВ . 由 此 可 见 (4.81) 的 右 端 为 


Ел А, + ЕНА, 亦 即 与 (4.79) 的 右 端 完全 一 政 ; 因此 (4.79) 实际 上 就 是 (4.78) 和 


(4.80) 的 结果 . 
如 果 Л, (т) 是 方程 组 
21 = РА: + ЕзНА, “Рл, А! (4.82) 


的 解 ， 而 А2(т) 通过 (4.80) 由 А; (т) 确定 ， 那么 由 上 面 所 说 ， А! (т), А2 (т) 将 是 方程 
组 (4.78), (4.79) 的 解 ,而 且 这 个 解 满足 初始 条 件 


Al(0) = 4°, Д2(0) = Н(С; (0))А?, (4.83) 


其 中 A9 是 任意 的 . 因此 我 们 的 到 了 方程 组 (4.78), (4.79) 满足 条 件 (4.83) 的 解 . 
由 于 (4.82) 是 (4.73) 的 变 分 方程 组 , 因此 当 т 一 оо 时 到， 的 极限 与 方程 组 
(4.66) 中 的 矩阵 4 是 一 样 的 . 实际 上 , (4.66) 是 (4.73) 在 点 C1 = 0 的 邻 域 中 的 线性 近 
似 , 即 Ел, (С(С! (оо))) = Ел, (С(0)) = А; 因此 , 根据 上 章 610 第 3 段 的 结果 ((3.74) 的 
齐 次 方程 组 就 是 (3.43) 的 变 分 方程 组 ; 而 这 个 齐 次 方程 组 的 解 有 (3.58) 型 的 估计 )， 
对 Л, (г) 有 (4.77) 型 的 估计 , 于 是 由 于 (4.80), 对 A2(7) 也 有 同样 的 估计 . 把 这 些 结 
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引 理 4.3 МЕН (4.78), (4.79), (4.83) 的 解 满足 估计 式 
[ Ar |< сехр(-кт), т> 0. 


在 方程 组 (4.78), (4.79) 中 , 分 块 阵 Е, 依赖 于 С (т), 而 当 7 — оо 时 有 1 (г) 一 0. 
因此 令 т оо 求 极限 即 知 和 矩阵 玉 (6(G(r))) 变 成 矩阵 А, 它 满足 条 件 (4.58). 如 所 
周知 (例如 , 参看 [50]), (4.78), (4,79) 的 基本 解 组 是 由 大 个 当 т 一 co 时 指数 式 趋 于 
零 的 向 量 和 (MM - К) 个 当 т 一 oo 时 指数 式 增长 的 向 量 组 成 . 而 方程 组 (4.82) 的 基 
本 解 组 是 由 个 指数 式 减 小 的 向 量 组 成 . 因此 (4.82) 的 基本 解 组 与 (4.80) 一 起 就 给 
出 了 (4.78), (4.79) 的 基本 解 组 向 量 , 当 т 一 оо 时 它们 是 指数 式 衰减 的 . 

我 们 现在 证 明 , 车 初 值 不 满足 (4.83), № (4.78), (4.79) 具有 这 个 初 值 的 解 当 了 一 
co 时 就 不 可 能 趋 于 零 . 倘若 它 趋 于 零 , 则 它 必 为 上 述 个 趋 于 零 的 解 的 线性 组 合 ， 
即 为 (4.82), (4.80) 的 解 , 从 而 其 初 值 必 满 足 (4.83). 将 这 些 事实 写成 如 下 引 理 : 


引 理 4.4 如 果 方程 组 (4.78), (4.79) 的 解 的 初 值 不 满足 条 件 (4.83), 则 当 了 一 oo 
时 , (4.78), (4.79) 的 这 个 解 就 不 可 能 趋 于 零 . 


结果 方程 组 (4.78), (4.79) 不 存在 满足 条 件 A1(0) = 0 А т 一 co 时 趋 于 零 
的 非 平凡 解 . 


实际 上 , 倘若 这 种 解 存在 , 则 必定 有 A2(0) 关 0, 否则 这 个 解 将 为 平凡 解 . 但 车 
A2(0) 5 0, 则 这 个 解 就 不 能 满足 初始 条 件 (4.83), 因此 根据 引 理 4.4, Ч т -+ оо 时 解 
就 不 可 能 趋 于 零 . 

下 面 我 们 研究 (4.78), (4.79) 型 的 非 齐 次 方程 组 

A ВА +, (484) 
НЖт >09 || (т) |< сехр(—кт). 


引 理 4.5 方程 组 (4.84) 存在 满足 初始 条 件 A1(0) = Ag 且 当 T оо 时 趋 于 零 
的 唯一 解 A 人 (7), 对 这 个 解 还 满足 不 等 式 


| А(т) |< сехр(-кт), т> 0. (4.85) 


我 们 首先 构造 (4.84) 的 一 个 当 т 一 оо 时 趋 于 的 特 解 . 为 此 , 在 (4.84) 中 作 变 量 
替换 . . 
А: =, А = Нд: + 92; (4.86) 
将 (4.86) 代入 (4.84) 即 得 . | 
2 = Ед 61 + Fl262 + (т), 23 = Ел,ӧә + фә(т) — Нал (т), (4.87) 


І Ел, 由 (4.82) 所 定义 , 而 Ед, 7 Р — НЕ. 
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在 上 面 对 方程 组 (4.82) 的 讨论 中 , 我 们 看 到 当 т > оо 时 Е, МНЯ 
Fa,(C(0)) = А= BiiC+Bil; 这 说 明 当 т оо 时 Рл, 的 极限 值 是 


Fas(C(0)) = 499 (В-!) 2) С (871); 


由 矩阵 C- 的 性 质 即 知 , 这 个 极限 矩阵 的 特征 值 有 正 实 部 . 在 条 件 (4.64) 之 下 , № 
易 从 (4.55) 推出 ((B-1)22)-! 的 存在 性 , 这 只 要 在 (4.55) 中 取 4 = В, ВМ Н = 
((B-)22) 1. 

练习 ”证明 等 式 Fas(C(0)) =4 的 正确 性 . 


我 们 用 $) 和 (т) 分 别 表示 齐 次 方程 组 他 = 及 ap 和 字 = Fa 的 基本 
解 矩 阵 . 由 于 和 矩阵 Д 的 特征 值 实 部 都 是 负 的 , 因此 对 Ф (т) 来 说 , 不 等 式 (3.78) 是 正 
确 的 ; 而 对 (т) 来 说 , 由 于 矩阵 А 的 特征 值 都 有 正 实 部 , 因而 满足 类 似 的 不 等 式 


|| (7): (5) |< сехр(-к(з —т)), Ҹ0<т<з. (4.88) 


由 于 当 一 оо 时 有 62(т) + 0, Н (т) 为 基本 解 矩 阵 , 因此 从 (4.87) 第 二 组 方 
程 得 到 І 
62(7) = ] vv-1(s) р (в) — Нар (848; 


因此 由 不 等 式 (4.88) 及 对 (т) 的 估计 得 出 对 ba(r) 的 (4.85) 型 的 指数 式 估计 . 知 
道 bz(r) 之 后 , НЕЖИН РЕ B(7), 我 们 可 以 写 出 (4.87) 第 一 组 方程 满足 条 件 
61(0) = 0 的 解 

0i(r) = [ $(1) 5-1 (5) [Еб (8) + bi(s)]ds. 


于 是 由 不 等 式 (3.78) № 62(т) 和 у. (т) 的 指数 式 估计 , 即 得 0, (т) 的 (4.85) 型 估计 . 
此 外 , 从 (4.86) 直接 推出 对 方程 组 (4.84) 所 构造 的 特 解 的 (4.85) 型 估计 . 
为 了 得 到 引 理 4.5 所 说 的 解 ， 必须 对 所 构造 的 特 解 再 加 上 齐 次 方程 组 (4.78)， 
(4.79) 满足 条 件 
Al(0) = 49, A2(0) = Н(<,(0)) 


的 解 . 根据 引 理 4.3, 这 个 解 也 满足 (4.85) 型 的 不 等 式 . 亦 即 它们 的 和 也 满足 (4.85)， 
这 就 是 所 需要 的 证 明 . 
解 的 唯一 性 直接 从 引 理 4.4 的 结果 得 出 . 
对 于 5- 也 有 类 似 于 引 理 4.3 ~ 引 理 4.5 的 结论 . 
”最 后 我 们 注意 到 , 在 这 里 所 采用 的 办 法 是 为 了 使 得 描述 5+ 和 5- 的 解析 形式 
尽量 简单 而 不 得 不 加 上 某 些 不 必要 的 限制 ( 见 假设 1,2), 可 以 给 出 5+, 5- 和 本 段 讨 
论 的 其 他 对 象 以 具有 几何 特性 的 更 一 般 描述 . 
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四 、 边 值 问题 的 提 法 ”我 们 仍然 考虑 方程 组 (3.18) 


-dz ау | 
— = — = < < 3 . 
ета F(z,y,t), 4 f(z,y,t), 0<1<1 (4.89) 


其 中 z,F 为 M Ж. Шу] Я т 维 向 量 函数 . 为 了 确定 这 组 方程 的 解 , 我 们 给 定 边 
界 条 件 

21(0, и) = 20, 22(1,и)=20; (4.90) 

у(0, м) = у; (4.91) 

其 中 下 标 是 表示 分 块 的 号 码 ( 见 (4.52)) . 由 此 即 见 , 在 区 间 [0, 1] 的 左 端点 给 定 了 2 

的 大 个 分 量 , 而 在 右 端 点 给 出 了 其 余 的 (М – к) 个 分 量 . 条 件 (4.90) 还 可 以 写成 如 
下 的 形式 

az(0, и) = az0， (4.92) 

bz(1, м) = bz0; (4.93) 


Ер 0 -| 0 0 
а = ， b= . 
0 0 0 五 Mk 


在 (4.89) 中 令 и = 0 之 后 即 得 退化 方程 组 


其 中 


0 = Р (2, 5,1), 1 = }(2,9, і); (4.94) 
并 对 其 给 定 初 始 条 件 
9(0) = у°. (4.95) 


| 我 们 保留 上 章 89 第 1 段 中 的 条 件 I, П, Ш, 而 且 仍 用 І, П, Ш 表示 ; 至 于 定理 
3.1 中 的 条 件 IV, У 将 做 实质 性 的 修改 . 
代替 ТУ ( 即 代替 (3.22)), 我 们 提出 如 下 仍然 记 作 ГУ 的 条 件 : 


ТУ. 对 于 0<t<1, ЕЖЕ РГ. (1) = Р,(2(0),7,1) 的 特征 值 A(t) 满足 条 件 
Вел; (1 <0, 当 i=1,...,k<M, 
Вел: (0) > 0, #:=Е+1,...,М; 


О<ЕХ 1. (4.96) 


(这 时 我 们 将 称 方程 F(z,y,t) = 0 的 根 z = «р(у, 1) 为 条 件 稳 定 的 )， 此 外 , 我 们 假定 
成 立 如 下 不 等 式 中 ; 
о 2А), i#j 0<2<1, 
_ _ 5 (4.97) 
Вел, (0) < ВеХ(0) < .-. < ReXm(t), 0<#<1. 


@ 对 于 初 值 问题 来 说 , 这 个 条 件 并 不 重要 . 大 致 的 说 , 它 不 是 实质 性 条 件 , 而 只 是 与 研究 问题 
(4.89) ~ (4.91) 时 所 采用 的 方法 有 关 . 
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我 们 注意 到 : 特征 值 M(t) 有 负 实 部 的 个 数 正好 与 向 量 z 在 上 = 0 给 定 值 的 


分 量 个 数 一 样 ; 而 特征 值 X; 0 有 正 实 部 的 个 数 (M — 月 正好 与 向 量 > 在 +1= 1 给 | 


定 值 的 分 量 个 数 一 样 . 

条 件 V 是 有 关 初 值 20 应 满足 的 条 件 . 这 时 为 了 叙述 加 在 边界 条 件 (4.90) 中 的 
向 量 z0 上 的 这 个 要 求 (我 们 仍然 称 之 为 条 件 V), 我 们 首先 对 (4.89) 的 第 -组 方程 作 
变量 替换 六 7 10,1, 并 令 y = 000), 624 Му 0 时 我 们 得 到 曾 在 第 二 章 
称 之 为 在 点 y = 90), + = 0 处 的 附加 方程 组 


2 = Е(2,9(0), 0). (4.98) 


显然 , 点 2 = p(5(0),0) 是 这 个 定常 方程 组 的 奇 点 , 但 这 时 不 同 于 第 二 章 和 第 三 章 
的 是 , 这 个 奇 点 已 不 再 是 渐 近 稳定 奇 点 , 而 由 于 (4.96), 它 现 在 是 条 件 稳定 奇 点 . 如 
果 对 方程 组 (4.98) ЕЕН С = 2 – 0(7(0),0), 并 将 п 看 成 7 以 及 记 РС + 
$(9(0),0),9(0),0) 为 Е(С), 则 (4.98) 就 成 为 


ас 


а = РС +48(0),0),9(0),0) 2 FO), (4.99) 
这 就 是 上 面 第 三 段 讨论 过 的 方程 组 (4.57). 
当 ; = 1 时 , 首先 代替 (4.98) 我 们 有 方程 组 
са = Е(2,9(1),1); (4.100) 
Т1 

其 次 利用 替换 4- -p(y(1),1), 可 得 方程 组 

46 = РФ), 1), WD), 1) (4.101) 
1 


这 也 是 (4.57) 型 的 方程 组 . | 

当 在 第 三 段 研究 方程 组 (4.57) 与 它 的 积分 流 形 S+, 6 的 关系 时 , 曾 用 过 和 矩阵 В 
( 亦 即 将 4 = Ес (0) 化 成 对 角 分 块 阵 的 矩阵 ), 那 时 我 们 曾 要 求 det B11 3 0 ( 见 (4.64)) 
及 det В. # 0. 

我 们 现在 考虑 矩阵 B(t), 它 的 列 向 量 为 Р,( 的 特征 向 量 (根据 条 件 (4.97) Я 
道 , 对 于 每 一 个 t, 矩阵 Р, (0) 都 有 М 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ) . 显然 , 矩阵 ВО 将 
Е.) 化 成 对 角 和 矩阵 


B 1(t)F,(t)B(t) = Фар (A (2), 17 ‚„Ам(®)), 


(在 此 以 及 今后 , 我 们 总 是 用 diag(a1,… уам) 记 以 a1,… ,am 为 对 角 元 素 的 对 角 
хар), 因此 我 们 可 以 取 B(0) 作为 方程 组 (4.99) 的 矩阵 в, 而 取 Ва) 作为 方程 组 
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(4.101) 的 矩阵 В; 于 是 我 们 所 需要 的 条 件 У 如 下 : 


У. (а) 假设 det B11(0) 3 0, det B22(0) 3 0, 以 及 方程 组 (4.99) 有 满足 上 面 第 三 
段 基 本 假设 1° 的 不 变 流 形 5+ 而 且 


(20 — 1(7(0),0)) е С"; 


(Ь) 假设 det В; (1) # 0, Че B22(1) 7 0, 以 及 方程 组 (4.101) 有 满足 上 面 第 三 段 
基本 假设 2° 的 不 变 流 形 5 而且 


(22 — p2(9(1),1) ЕС’; 


其 中 根据 第 二 段 所 使 用 的 记号 , z0,i = 1,2, 为 列 向 量 z0 的 分 块 ( 见 (4.90)), 而 pi 为 
列 向 量 p 的 分 块 . 

Ж 条 件 det Во (0) 3 0 (不 同 于 条 件 det В11 (0) 7 0) 于 (4.99) 的 积分 流 形 57 的 存在 性 
和 分 析 表 达 式 问题 并 无 关系 , 而 只 与 下 面 的 定理 4.2 的 证 明 方法 有 关 ; 对 于 条 件 det B11(1) #0 
也 有 同样 的 结论 . 


条 件 V 的 意义 是 容易 理解 的 , 正 像 在 渐 近 稳定 时 那样 ， 附 加 方程 组 (4.98) 或 
(4.99) 描述 了 方程 组 (4.89) 的 解 在 上 = 0 邻 域 中 的 性 质 . 条 件 (4.92) 只 在 上 = 0 对 向 
量 之 给 出 了 上 个 分 量 的 值 (或 向 量 c 的 大 个 分 量 , 即 向 量 ( 块 ) СКИН). 对 变量 《 
来 说 , 这 个 条 件 也 可 以 写成 


6100) = 20 — 1(9(0),0). (4.102) 


如 果 满 足 条 件 У (а), 那么 由 (4.102) 求 出 С, (0), 再 从 (4.75) 可 得 如 (0) 而 且 有 (0) є 
5+. 因此 从 点 C0) 出 发 的 (4.99) 的 轨 线 当 то 一 со 时 趋 于 坐标 原点 , 而 对 应 的 (4.98) 
的 轨 线 则 趋 于 , p(y(0), 0), 亦 即 方程 组 (4.89) 满足 初始 条 件 zo(0, p) = С(0)-++(9(0),0) 
的 解 zo(t, ш) 落 在 (000), 1) 的 邻 域 里 ; 这 样 求 出 的 值 zo(0,A) 就 是 边 值 问题 (4.89) ~ 
(4.91) ВОЯЖ 2(6 и) 在 t = 0 的 零 次 近似 (下 面 验证 ) . 同样 , 附加 方程 组 (4.100) 或 
(4.101) 描述 了 边 值 问 题 的 解 在 t = 1 邻 域 的 性 质 . 在 变量 ¢ 之 下 , 条 件 (4.93) 为 


60) = 20 — з(01),1). (4.103) 


如 果 满足 条 件 V(b), 则 由 (4.103) 求 出 (0), 再 从 (4.76) 1748 С, (0), ПІН 400) є 5-. 
值 C(0) + (7(1), 1) 就 是 2% ш) 在 点 上 = 1 的 零 次 近似 值 . 


注 由 于 问题 的 非 线性 性 , 一 般 可 能 存在 几 个 形式 为 74.75) 或 (4.76) 的 分 支 ; 这 时 对 于 每 
个 分 支 来 说 , 当 满 足 条 件 Т ~ У 时 , 所 有 上 述 结论 都 是 正确 的 , 因此 所 论 边 值 问题 的 解 就 可 能 不 
唯一 . 在 а(0ЕС+ 的 情况 下 , 所 论 问题 的 解 就 根本 不 存在 . 图 4 说 明了 对 于 《< 为 二 维 情况 时 的 
这 两 种 可 能 性 . 
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6, 


b) 


图 4 “7 一 积分 流 形 S+, 1 一 直线 6 = 局 (0). 在 情况 (а) 中 , 值 和 (0) 对 应 着 已 (0) 的 两 个 值 (在 С 
轴 上 的 点 4 和 点 В), 在 情况 (Б) 中 , 值 (0) 不 对 应 着 cz(0) 的 任何 值 . 


五 、 构 造 渐 近 展开 式 的 算法 ”第 一 章 讨论 过 的 边 值 问题 (1.14), (1.19), 只 是 上 述 
问题 的 线性 例子 , 但 这 个 例子 说 明了 在 所 考虑 区 间 两 端的 邻 域 中 都 有 边界 层 . 

从 这 个 例子 所 指出 的 方向 可 以 看 出 , 我 们 要 找 问 题 (4.89) ~ (4.91) 的 解 已 经 不 
能 像 (3.24) 那样 只 由 两 项 相 加 , 而 是 由 三 项 相 加 , ВР 


z(t, и) = 2(2, и) + Пато, и) + @т(ти, р), (4.104) 

其 中 | 

F(t, и) = 20 (8 + pRB1(t) + - ить +... (4.105) 

Па(то, и) 仍然 表示 在 t = 0 邻 域 的 边界 函数 , 并 且 可 以 展开 成 其 系数 依赖 于 m = 
О 的 Е. 


Па(то, и) = Пох(то) + Ш (т) + -- + Илт) +; (4.106) 

而 Ол(т, и) 表示 在 + = 1 邻 域 的 边界 函数 , 并 且 可 以 展开 成 其 系数 依赖 于 m = 1 
的 и КЕ: 

@з(ти, и) = Qor(n) + иОтя( ть) +: + ива (т) +. (4.107) 


于 是 代替 (3.30), 我 们 有 


СИСА 
аР? ату ату (4.108) 
dy ау а : 
s+ + мч + ОЛ, 
其 中 
FE Р(з(џ, 0), (и, 0), 0) = Fot pFi t+. + HF +...; (4.109) 


ПР “ F(z(pro,p) + Пато, м), (ито, ) + Пу(ть, м), што) 
—Е( (ито, и), (ито, ш), ито) 
= IoF + pF +: + реПЬЕ +5; (4.110) 
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ВЕ“ F(z(1 + ить, м) + @=(ть, и), 9 + ит, и) + Чуть, и), 1 + шт) 


—Е(2(1 + иті, и), У(1 + рт, м), 1 + ит) 
= QoF +uQIF +. + ШОКЕ. (4.111) 


类 伏地 还 有 f, пу, ОУ. 但 是 应 当 注 意 的 是 与 (3.30) 相 比 , 两 者 存在 着 一 定 的 差别 . 在 
第 三 章 中 , Е + ПР 是 用 恒 等 的 形式 进行 变换 : 


| Е(2 + Пг,9 + Пу, = Е + ПЕ (4.112) 
得 到 的 , 可 现在 却 是 
Е(2 + П + 92,9 + Пу + Оу) # Р+ПЕ+ОЕ; (4.113) 


而 且 只 能 把 (4.108) ~ (4.111) 看 成 是 推导 出 (4.105) ~ (4.107) 各 系数 计算 公式 的 出 
发 点 . 我 们 可 以 这 样 来 考虑 问题 , 即 除了 在 t= 1 的 某 个 邻 域 之 外 ，Q@Q 函数 是 处 处 可 
以 忽略 的 小 量 , 因此 可 以 认为 (4.113) 在 上 = 1 的 邻 域外 是 一 个 近似 等 式 , 亦 即 几 乎 
就 是 (4.112). 交换 ПЖ 8 的 作用 , 即 可 得 出 在 + = 1 的 邻 域 中 (4.113) 也 是 一 个 近 
似 等 式 的 正确 性 . 

关于 ПЕ 展开 式 的 系数 , 完全 类 似 于 展开 式 (3.29), 只 是 应 将 r ВОЙ то; 而 对 . 
QF 也 有 类 似 的 表达 式 , 只 是 应 当 用 1 = 1 和 分 别 代 替 上 = 0 Я т. 对 于 IF 和 
ӘР 也 完全 类 似 . 

将 (4.104) 代入 边界 条 件 (4.90) (利用 (4.92), (4.93) 的 形式 ) 和 (4.91), 于 是 代替 
(2.38) 有 


‹ 


а[20(0) +... + шк2,(0) + .-- + П02(0) + --- + Пк =(0) +...] = а20; (4.114) 
blz0(1) + --- + ик (1) +--- + 902(0) +: + 920) +... = bz0 (4.115) 
9000) + -- + ш (0) + + Поу(0) + + и“ Пьу(0) 十 …] = у. (4.116) 


现在 我 们 来 写 出 确定 (4.105) ~ (4.107) 系数 的 方程 ; 为 此 首先 将 (4.108) 两 端 按 
六 mo Ж т 对 应 分 开 , 然后 再 令 两 端 关于 / ВОНА ОНА, 于 是 对 于 t 的 零 次 近 
似 为 


0 = Fo = Е(20,90,0), 8% = fo = f (zo, yo, t); (4.117) 
这 就 是 退化 方程 组 (4.94). 对 于 то 和 7 的 零 次 近似 为 : 
аП02 def 


= IloF < F(z0(0) + Пог, 9% (0) + Поу, 0) – Е(2(0),5(0), 0) 


ап 
= F(z0(0) + По2, 90 (0) + Поу,0), 200 =0; (4.118) 


ату 
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22 = QoF < F(z0(1) + 902,9 (1) + Ооу, 1) – Е(20(1), (1), 1) 
и dQ (4.119) 
= Е(20(1) + Qoz, yo(1) + Qoy, 1), и -0. 


有 关 这 些 方程 组 的 定 解 条 件 可 由 (4.114) ~ (4.116) 的 零 次 近似 得 出 , 亦 即 


а(20(0) + П02(0)) = uz?; . (4.120) 
(о (1) + Qoz(0)) = 620; (4.121) 
70(0) + Поу(0) = у". (4.122) 


由 (4.118) 和 (4.119) 即 知 , Hoy(m) = 常数 , Ооу(т) = 常数 . 又 由 于 当 то 一 co 和 
тр 一 -oo 时 , Поу(то) 和 Фоу(т1) 都 应 当 趋 于 零 , 因此 这 些 常 数 都 应 等 于 零 , Вр 


Поут) =0, @у(т) = 0; (4.123) 
特别 由 此 得 出 Поу(0) = 0, 从 而 由 (4.122) 有 
(0) = у°. (4.124) 


于 是 由 方程 组 (4.117) 与 条 件 (4.124) — ант НИЕ у, (9, 2000) = (9000), 0), 这 是 

由 第 四 段 给 出 的 关于 退化 问题 (4.94), (4.95) 在 [0, 1] 上 有 了 唯一 解 的 条 件 III 得 出 的 . 
下 面 考 虚 边 值 问题 (4.118), (4.120). 由 (4.123) 即 得 

dlloz 

ато 

由 于 条 件 (4.120) 只 给 出 向 量 Hoz(0) 的 前 к 个 分 量 , 因此 为 了 完全 确定 (4.125) 的 “ 

解 , 我 们 还 要 求 当 m 一 оо 时 有 Ioz(m) 一 0, 亦 即 


По2(оо) = 0. (4.126) 


问题 (4.125), (4.120), (4.126) 的 解 的 存在 唯一 性 是 由 如 下 事实 推出 的 , 即 (4.125), 
(4.120) 分 别 与 (4.99), (4.102) 一 致 , 于 是 根据 V(a) 即 知 在 不 变 流 形 5+ 上 存在 由 
(4.120) 所 确定 的 初始 点 , 且 由 引 理 4.2 可 知 从 这 点 出 发 的 方程 组 (4.125) 的 轨 线 保 
证 满足 (4,126). 根据 V(b), 同样 可 以 得 到 方程 组 (4.119) 同时 满足 条 件 (4.121) 和 
Qoz( 一 00) = 0 的 右 端 界 函 数 Q@oz(m) 的 存在 性 . 

现在 考虑 关于 Hiz(ro) 和 11 (8) 的 方程 组 及 其 定 解 条 件 


= F(z0(0) + По2, 90(0),0); (4.125) 


diliz _ | 

т” = ШР Е. (п) + Еу(то) Шу + Gi(n), < (4.127) 
0 

ашу пуу; (4.128) 


ато 
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正 像 在 (3.34) 那样 , 这 里 Р, (то) 2 Е, (2000) + Пог(то), 9, (0),0); Е, (т) 也 有 类 似 的 
意义 . Ш С. (то) 仍然 由 (3.35) 给 出 . 


120 _ F,(t)z1 + F,(t)y, Ел = f(t)z1 + (в; (4.129) 


如 同 (3.33), 这 里 2. (6) Е. (2000), 9004), 0); ЕВ, 1. (9, 7,00) 也 有 同样 的 意义 . 


a(z1(0) + П:2(0)) = 0; (4.130) 
1 (0) + П:у(0) = 0. (4.131) 
此 外 我 们 还 要 求 
Hiz(00) = 0; (4.132) 
Iay(oo) = 0. (4.133) 


完全 像 在 第 三 章 那样 , 从 (4.128), (4.131), (4.133) 可 得 


Пу) = 一 广 Ilof(s)ds, IIHy(0) = – [Г По#(8)43; (4.134) 


9. (0) = | “ Поў (в)аз. (4.135) 


条 件 (4.135) 完全 决定 了 方程 组 (4.129) В =. (0). 将 (4.134) 代入 (4.127) 之 后 , 即 
见 (4.127) 中 只 剩 下 П, 2(то) 是 未 知 的 ; 但 是 边 值 问题 (4.127), (4.130) 是 否 存在 满 
足 补充 条 件 (4.132) 的 解 HI1z(70)? 我 们 把 这 个 问题 留 到 下 面 第 七 段 再 讨论 , 在 那里 
将 给 出 П 函数 和 О 函数 的 估计 . 

关于 Qiz(ni) 的 方程 组 和 定 解 条 件 为 


dQ1% 


ату 


= Е.(т)@12+ Е(т)@1у+ Нити), йу _ Qof (т1); ` (4.136) 


ат _ 
(21 (1) + 91=(0)) = 0; (4.137) 
其 中 Е, (ти) * Е,(20(1) + ог(т), 9 (1), 1), 而 Нить) 的 结构 与 (4.127) 中 的 @1 (т) 


类 似 . 
@12(—00) = 0; (4.138) 


Яи/(-оо) =0. | (4.139) 


由 条 件 (4.139) 立即 求 得 Qiy(ni) = — Г.” 90/(8)48. 其 次 在 (4.137) 中 , 五 (1) 已 由 
问题 (4.129), (4.135) 的 解 所 决定 , 因此 Giliz(m) 可 以 从 问题 (4.136) ~ (4.138) 得 到 ， 
这 与 从 问题 (4.127), (4.130), (4.132) 求 出 П, (то) 的 过 程 完 全 相 类 似 . 
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对 于 大 > 0, 关于 Пьх(), Оьх(т,) 以 及 x(t) 的 方程 组 和 定 解 条 件 为 : 
ап} 2 


т = ЩЕ, (4.140) 
аПьу _ . 
а" = ар (4.141) 
dQkz _ аку _ 7 
dr = 90 ат КР (4.142) 
4—1 关 Ч +. 
а(2ь(0) + П,2(0)) = 0, (4.144) 
Ы(2к(1) + 9к=(0)) = 0, (4.145) 


9к(0) + Пьу(0) = 0; 


IIkz(ceo) = 0, Пьу(оо) = 0; (4.146) 
Qkz(—00) = 0, Ф@ьу(—оо) = 0; (4.147) 
9» (0) = ] пу 1 (8). (4.148) 


像 在 有 = 0,1 时 所 进行 的 讨论 那样 , 方程 组 (4.141) 不 依赖 于 (4:140), 因而 有 


Пьу(т} = — Г Пь_17(8)а8; 


同样 有 加 

Фат) = – | Фә) 
因此 剩 下 的 是 求解 问题 (4.143), (4.148); (4.140), (4.144), (4.146) 以 及 (4.142), (4.145), 
(4.147). 这 些 问 题 的 求解 过 程 与 = 1 时 所 进行 的 讨论 完全 类 似 . 


六 、 基本 定理 的 叙述 像 在 第 三 章 610 那样 , 我 们 对 (4.89) 的 右 端 函数 给 出 确 
切 的 光滑 性 条 件 I 为 此 我 们 首先 给 出 如 下 由 三 条 线段 组 成 的 曲线 Lo : 


Го = {(z,y,t): 2 = 20(0) + Пог(то), то > 0;y = yo0(0);t =0}, 
Гоз = {(z,9,t): 2 = 20(0),у = (0,0 <#<1}, 
Гоз = {(2, У, 0) 12 = 20(1) + Әо2(т), 了 1 < 0; у 一 90(1); t= 1 }. 


I 假设 函数 Р(2,0, 0), (ху) ЕН Lo 的 某 个 6- 邻 域 中 ,具有 直到 包括 (п+2) 
阶 在 内 的 连续 偏 导 数 . 
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在 此 条 件 下 , 我 们 考虑 展开 式 (4.105) ~ (4.107) 中 直到 包括 п 在 内 的 项 , 并 用 
Х.(2, и) 表示 展开 式 (4.104) 的 п 阶 部 分 和 |: 


Kn(b, 1) = Уи (0) + Пьз(то) + кат). (4.149) 
天 一 0 
定理 4.2 当 满 足 条 件 I ~V 时 ， 必 存在 常数 Ho > 0,6 > 0,c > 0, 使 得 当 
О< их ш 时 ,在 曲线 Lo 的 5- 邻 域 中 存在 边 值 问题 (4.89) ~ (4.91) 的 唯一 解 z(b и), 
且 满 足 不 等 式 : 


| 2(6 и) – Хь. (ё, и) |< с", в 0<+<1. (4.150) 
Ж “如 果 只 考虑 解 的 存在 唯一 性 问题 , 则 在 条 件 I 中 只 需 假设 n= 0. 
七 、 边 界 函数 的 估计 
引 理 4.6 对 于 边界 函数 П,а(то) 和 Qiz(71), 1 = 0,1,… п, 满足 下 列 不 等 式 : 
| П,а(то) |< сехр(-кто), т 20; (4.151) 
| Qiz(n) |< сехр(кто), # т <0. (4.152) 


证 明 我 们 从 i=0 开始 . 根据 (4.123) 有 Поу(то) = 0. 对 于 Hoz(m), 我 们 注意 
到 确定 По2(то) 的 方程 组 (4.125) 是 与 满足 条 件 V(a) 的 方程 组 (4.99) 完全 一 样 . 而 
且 点 TIoz(0) 位 于 S+` 上 , 因此 由 引 理 4.2 立即 得 到 对 Пог(то) 所 需要 的 估计 . 关于 
Qoz(r) 的 情形 完全 类 似 . 

我 们 现在 转 到 对 II1z(m) 的 估计 ; 这 些 向 量 函 数 是 由 方程 组 (4.127), (4.128) 所 
决定 , 其 中 G1(m) 的 表达 式 与 第 三 章 510 的 第 3 段 一 样 , 因此 同样 有 像 在 那里 得 到 
的 结论 : Рю 20 


| С1(т) |< сехр(-кто). 


其 次 , 像 在 第 三 章 810 第 3 有 段 那 样 , 从 (4.134) 再 一 次 得 到 П, у(то) 的 估计 : 
|| ay(ro) |< с exp( 一 <7o)， 


Мп 20. 从 而 对 于 Iiz(m) 我 们 有 如 (3.74) 的 方程 组 : 


ап; ғ 


= Е, (то) Па + б. (то), (4.153) 
ато 


НН п >20 


^ || био) |< с ехр(-кт). 
根据 (4,130) 和 (4.132), П, (то) 的 定 解 条 件 为 


аП12(0) = —а21(0), (оо) = 0. (4.154) 
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不 难看 出 , 问题 (4.153), (4.154) 就 是 在 引 理 4.5 中 所 讨论 的 问题 , 由 此 得 出 对 II1z(70) 
的 (4.151) 估计 式 , В п 209 

| П:=(то) |< сехр(—кто). 


由 于 对 то > 0 有 Пог(то) 位 于 流 形 S+ Е, 所 以 在 第 三 章 $10 第 3 段 中 关于 
П, (т) 所 进行 的 一 切 讨论 对 Hiz(mo) 仍然 是 正确 的 ; 利用 与 第 三 章 $10 第 3 段 完全 
一 样 的 讨论 过 程 , 即 可 推出 所 有 下 标号 码 & > 2 的 П 函数 估计 . 这 就 完成 了 估计 式 
(4.151) 的 证 明 . 至 于 不 等 式 (4.152), 可 用 完全 类 似 的 方法 得 到 . 口 


八 、 余 项 方程 + 
u(t, и) = z(t, и) 一 Zn lt, и), v(t, и) = y(t, и) 一 了 全 и); 


这 里 的 2, (6, и), У, (6 и) 是 由 公式 (4.149) 确定 , 即 


2.06) = Уи (0) + Пк (то) + Әһ(т)), 


£30 
Yalt, и) = > Di(t) 二 Iky(ro) + Фки(т)]. 
Ж и Жо РЖИ 
на Ри + 2,0 + Yat) – = 155) 
= Ли 0+ 0,0) — 
а, и) ЭЕ) 
bu(l, и) => на (4.156) 


v(0, 1) = ўно 


不 同 于 (3.86), 这 些 余 项 满足 了 非 零 的 定 解 条 件 (4.156); 但 是 由 于 (4.151), (4.152), 
显然 (4.156) 的 右 端 是 一 些 指数 式 小 的 量 . 与 (3.88) 完全 一 样 , 我 们 在 此 同样 引进 函 
数 Н. (ё, н) 和 Н,(, п), 但 不 同 于 (3.89), 现在 这 两 个 函数 对 te [0, 1], рє (0, ш] 应 
满足 估计 : 


| || На (6 ш) [< ср”, 


(4.157) 
П.В) 1< си" + pr ехр(– 82) + pr ехр(– 8020). 
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(4.157) 的 证 明 可 采用 在 第 三 章 中 证 明 (3.89) 时 完全 一 样 的 方法 进行 , 而 且 也 是 应 用 
类 似 的 技巧 , 在 此 我 们 不 再 重复 . | 
练习 ”对 估计 式 (4.157) 进行 详细 证 明 . 
我 们 现在 将 (4.155) 写成 类 似 于 第 三 章 中 (3.92) 的 形式 : 


4 
р = Е, (0, и + Е,(, и + С. (и, о, и), 


а 
Ет = f(t pu + В во + Со(и, о, и); 


(4.158) 


其 中 矩阵 F(t, и), Р, (2, и), № (2, и), fylt, и) 的 元 素 都 是 在 点 (zo(t) 十 По2(то), yolt), t) 
处 进行 计算 的 , 而 非 齐 次 项 G1, Gs 为 


аъ 
С. (и, о, и) е Е (и + ть у + Yt) = И Т Р, (2, ии т Fy(t, и), 


dyn 
G2(u, о,, и) = flu 十 Zn 十 У», 8) > ЗЕ = fz(t, Wu ЛЬ и). 


我 们 注意 到 范 数 G; 和 С 两 条 对 今后 来 讲 是 重要 的 性 质 , 而 且 可 以 像 在 第 三 
章 那样 对 它们 进行 证 明 . 


1. 4 0<:<10<р<хю Ё 


(4.159) 
|| С2(0, 0, &, и) || Н2(6 ш) | 


| С1(0,0, 2, и) [Е На (6 р) |< си", 
ор + те 十 如 e ). 
2. 对 Ve > 0, 36 = 6(e) > 0, ш = jo(e) > 0, 使 得 只 要 | ш |< 6, |1 ||< 6, 
| о [< 5,10 [|< 5,0 <р < ро, 则 对 i= 1,2 有 


|| Семью, р) — С (ио, v2,t, и) |< el v3 — из | + |ә — шо |). (4.160) 


我 们 还 需要 进行 如 下 变换 , 即 把 F(t, 4) = Р. (20(0) + Пог(то) + ог (ті), 90(#), 0) 
写成 形式 : 
Е, (, и) = F(t) 十 ПоР, + QoFz 十 О(и), 
其 中 按照 第 五 段 的 记号 有 


Р.(9 = 2.69.9, 5, 
ПоЕ, (то) = Е,(20(0) + По2(то), 70(0), 0) — Р, (20(0), 70(0), 0), 
©ОоЕ, (т) = Е,(20(1) + ©Оо2(т1), 9о(1), 1) 一 Е, (20(1), 加 (1)， 1). 
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于 是 (4.158) 可 以 写成 
ит = [Е.(0) + ПоЕ, (то) + оР, (т!) + Fylt, pv + С. (и, о, Ё, н), 
| (4.161) 
= = ў. (ё, pu + (о + Сои, о, ш); 
这 里 的 G;,i = 1,2, 不 同 于 (4.158) 中 的 а, 不 过 它们 之 间 的 差别 只 在 量 阶 为 O(1) 
的 项 , 因此 对 于 这 里 的 G; 来 说 , 不 等 式 (4.159) 和 (4.160) 仍然 成 立 , 所 以 我 们 使 用 
了 同一 记号 Gi. 


定 解 条 件 (4.156) 可 以 写成 
аи(0, и) = ай, БТ, и) = Би; (4.162) 
(0, и) = 00; (4.163) 
由 于 (4.156) 的 右 端 是 指数 式 小 的 量 , 所 以 在 这 里 可 以 认为 对 任意 的 n 有 
| аи? || + | и || + lv |< срт. (4.164) 


在 下 面 的 第 十 段 中 , 我 们 将 把 问题 (4.161) ~ (4.163) 转化 成 积分 方程 组 问题 , 然 
后 像 在 第 三 章 那样 , 对 积分 方程 组 应 用 逐次 至 近 法 ; 为 此 , 在 下 面 的 第 九段 将 进行 某 
些 必 要 的 构造 准备 . 


л. ВЕ Green 函数 (1) 考虑 线性 方程 组 
па = Афи + и), (4.165) 


其 中 矩阵 4(t, р) ЖЖ f(t,p) ВЫ < t < to,0 < p< po 上 有 界 连续 . 对 于 
u(t, и) 要 求 满足 边界 条 件 : 


аи(н, р) = 0, bu(t2, р) = 0; (4.166) 


这 里 的 矩阵 аЬ У (4.92), (4.93) — Ж. 
我 们 称 定 义 在 ti < t < to, Н <з<ь 上 的 矩阵 С(Ь 3, и) 为 边 值 问题 (4.165)， 
(4.166) НЕ № Green 函数 , 如 果 满 足下 列 条 件 : 


1°. G(t, s, и) 作为 上 的 函数 是 对 应 于 (4.615) 的 齐 次 方程 
п = А ши (4.167) 


Жк << 上 除了 点 上 = з 之 外 的 解 . 
2°. С(2, з, и) 满足 边界 条 件 (4.166) : 


ас(н,з, и) = 0, bG(ta,s, и) = 0. 
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3°. G(t, s, и) 的 对 角 元 素 在 上 = s 处 有 牙 度 等 于 1 的 第 一 类 间断 点 , 即 
С(ѕ +0, в, р) 一 G(s 0,3, п) = Ем. 


如 所 周知 , 若 边 值 问 题 (4.167), (4.166) НН, 则 和 矩阵 Green 函数 С(Ь s, и) 
存在 、 唯 一 , 而 且 边 值 问题 (4.165), (4.166) 的 解 也 存在 、 唯一 且 可 写成 


ии) = / В и, и) f(s, и)ав. (4.168) 


(2) 现在 我 们 在 区 间 0 < t < 1 上 研究 方程 组 (4.165) 和 (4.167), 我 们 假设 和 矩阵 
А(+, п) 具有 如 下 形式 


一 Ё t—1 
А(Ь и) = А(#) + До(то) + А; (т), то = р” т = т, 


而 且 满足 下 列 条 件 : 


1°. A(t) 在 0<t < 1 上 有 定义 且 二 次 连续 可 微 , 而 它 的 特征 值 A;(t) 满足 条 件 
(4.96), (4.97). 
2°. Ao(m) 和 А! (11) 分 别 对 no >20 和 < 0 有 定义 、 连 续 且 满足 不 等 式 


| До(то) |< сехр(-кто), 34 т 20, 
(4.169) 
| А: (т1) |< сехр(кт), Мт <0. 
3°. 方程 р 
эт = [А (0) + Ao(ro)lu, m>0 (4.170) 
To 
不 存在 满足 条 件 
au(0)=0, ww(00)=0 (4.171) 
的 非 零 解 ; 而 方程 
г. — йа) + (и, ngo 
不 存在 满足 条 件 
Би(0) = 0, 2w( -co) = 0 
的 非 零 解 . 


НЕЕ B(t) 的 列 向 量 为 矩阵 4( 的 特征 向 量 ; 于 是 矩阵 B(t) 将 A(t) 变 成 对 
角形 式 : | 
В-(#)А(2)В(2) = Фіар(А, (0... ,Xm (t)) = А(2). (4.172) 
此 外 , 我 们 还 要 求 满足 条 件 : 
4°. det B11(0) 天 0, Че Во2 (0) 天 0; det В;.(1) Ф 0, det В22(1) 天 0. 
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1° ~ 49, 特别 , 引 理 4.4 的 结果 保证 了 条 件 3° 的 成 立 , 而 由 条 件 У 即 知 4° 成 立 . 


我 们 把 区 间 [0, | 分 成 三 部 分 : [0, 20], [60,4] 以 及 所 局 , 其 中 to = оши, = 
1 一 Qip|inpl, 而 且 以 后 当 jy 一 0 时 , 将 把 oo > 0, а! > 0 取 成 固定 、 但 充分 大 的 数 . 
从 定义 本 身 即 知 当 jy 一 0 时 有 : о 0, 1, то = би = ао | шр | оо, т = 
(& - )/и= -a | ши | оо. | 

本 节 的 主要 目的 是 在 上 述 三 个 区 间 的 每 一 个 上 构造 齐 次 方程 组 (4.167) 在 
(4.166) 型 而 是 非 齐 次 的 边界 条 件 之 下 的 解 ， 以 及 在 三 个 区 间 的 每 一 个 上 构造 方程 
组 (4.165) 在 形 如 (4.166) 的 边界 条 件 下 的 和 矩阵 Green РАЖ. 


(3) 区 间 [to, +]. 
(а) 我 们 首先 在 区 间 [to, t1] 上 考虑 齐 次 方程 组 (4.167), 这 时 选取 ао 和 ai 这 样 
大 , 使 得 它们 满足 不 等 式 


| Ai(n) |< cp, to st gh (i=0,1). (4.173) 
显然 , ao, a1 的 这 种 选 法 是 可 能 的 , 因为 由 (4.169) 有 
| Ао(то) |< ep， т > 70 (t > А), 


| Д, (п) |< си“, Чт, <т, (<). 


利用 构造 线性 方程 组 基本 解 组 的 熟知 方法 , 我 们 在 区 间 [to, t1] 上 对 (4.167) 构 
造 其 基本 解 组 . 做 变量 替换 wu = 了 T(t, п), 将 (4.167) 变 成 (一 撤 表示 对 t 的 求 导 ) : 


РЕ = (ТАТ ~ рт" )7. (4.174) 
设 T(t,p) = В(®(Ем + „В. (9), 这 里 B(t) 是 上 面 引进 的 、 其 列 为 矩阵 A(t) 特征 向 
量 的 矩阵 , 而 作为 В. 的 , 我 们 取 其 元 素 为 
0， М; ј. 
于 是 即 得 等 式 
Т-ГАТ — ит "Г = A(t) + рр, (0) + и? (р), (4.175) 
其 中 A(t) 是 由 公式 (4.172) 所 定义 , 而 
Di(t) = diag (41 (8), --- ,dm(t), dilt) = –(В-1(0)В'(#))*, 
Dzlt,p) = [Ем + „В.0)] [~ в-КОВ'® В: (8) – В, – Bi(t) D1(t)]. 
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练习 验证 (4.175) 的 正确 性 . 提示: 比较 и 的 同 次 星系 数 , 容易 证 明 等 价 的 等 式 : T(A + 
ш + р? Рз) = АТ - ШТ". | 

Ж 由 于 在 上 面 所 考虑 的 等 式 中 出 现 了 B'(t) 和 Ву (8), ИНН: ГЕ А) 的 特征 向 
量 函 数 的 光滑 性 ( 即 B(t) 的 光滑 性 ) 与 矩阵 АО 本 身 的 光滑 性 之 间 的 关系 问题 . 由 于 条 件 1°, 
每 个 和 i(t) 都 对 应 着 一 个 特征 向 量 , 其 坐标 可 以 认为 , 好 比 说 , 是 矩阵 (A(t) – (0) Ем) 的 行列 式 
某 一 行 的 代数 余子 式 , 只 要 这 些 代数 余子 式 的 平方 和 在 [0, | 上 处 处 不 为 零 即 可 . 这 时 特征 向 量 的 
光滑 性 阶 数 (Вр B(t) 的 光滑 性 阶 数 ) 将 与 A(t) 的 光滑 性 阶 数 一 样 . 但 是 可 能 出 现 不 存在 其 代数 
余子 式 的 平方 和 在 [0, 1] 上 处 处 不 等 于 零 的 行 , 虽然 对 于 每 个 固定 的 t, 其 代数 余子 式 的 平方 和 不 
为 零 的 行 必定 存在 . 于 是 特征 向 量 的 光滑 性 问题 就 复杂 化 了 . 然而 这 时 可 以 构造 与 矩阵 4(b 的 
光滑 性 一 样 的 特征 向 量 函 数 (参看 [37]). 


我 们 回 到 方程 组 (4.174), 现在 可 将 其 写成 
ие = (ле) +20100) + 12 D2lt, „) т, (4.176) 


这 里 и2 Бо = и? ро + Т-А, + А, )Т. 由 于 (4.173)， 对 to << 1, 0 < р<ш 有 
и?Бь(ь и) 满足 不 等 式 | 012 万 2 人 |< op2. 
我 们 找 (4.176) 形 如 


т(, и) = 04 (6, и) ехр (2 / (8, да), i=1,.……,M (4.177) 
的 基本 解 组 , 其 中 a;(t, ш) 为 新 的 未 知 向 量 函 数 , 而 和 i(t, р) = А: (8) +4, (0). 将 (4.177) 


代入 (4.176) 即 得 关于 о; (+, ш) 的 方程 


ао; 
at 


我 们 取 ai(t, и) 的 定 解 条 件 为 (上 标 表示 向 量 的 分 量 号 码 ) : 


пт = (А0 +0010) — мн) Ем )ог + и? Боб po 


ой (#0, н) = 0, 1 =1,... ‚2—1, 


а (Н, и) 一 1, 
о (Ни) =0, ј=4+1,---,М. 


我 们 转 到 等 价 的 积分 方程 组 
о (и) = / "кр (5 / | (№(в ш) — (8, Ш) ав) бъ, ион (, и] a 


+ 


а (ви) =1+ / в[Б-(в, p)oi(s, и) ds; (4.178) 
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вн -fo (1 [ (в) = №8. и)) аз) и Bals, poi(s, и) | ds, 
| 1=1+1...-,М. 


НЕ ВЕ 4(b 特征 值 的 要 求 1*, 上 式 中 的 指数 函数 
exp (: ] (А; (8, и) — №(5, 中)ds】 


是 有 界 的 , 而 || „206, р) |< си, 因此 当 р 充分 小 时 , 方程 组 (4.178) 的 积分 算 子 
是 压缩 的 , 亦 即 方程 组 (4.178) 存在 唯一 解 ; 且 不 难看 出 这 个 解 可 以 写成 ai(t, 1) = 
ei 十 ЕК и); 在 此 及 今后 , e; 都 是 表示 它 的 第 i 个 分 量 为 1 而 其 余 分 量 为 零 的 向 量 ; 
此 外 ,ei(t, п) 是 表示 当 to < t < А, 0 <р < ро 时 满足 不 等 式 | еЦьь) |< си 的 
函数 . 
因为 . 
Т (+, по: (6, н) = В([Ем + В. (8)][е: + eilt, р] 
= B(t)lei + ei(t, и)] = bi(t) + ЕКЬ и), 


其 中 b(t) 是 矩阵 B(t) 的 第 i Я, 所 以 方程 组 (4.167) 在 区 间 [to, | 上 的 基本 解 组 
可 以 写成 


шн) = [60 + ils в) ер G [ Мэ)ёв), i= 1 ,M. (4.179) 


(b) 利用 基本 解 组 (4.179), 我 们 来 构造 方程 组 (4.167) 满足 条 件 


Кю, р) = 0 (4.180) 


的 解 . 为 此 , 我 们 求 其 形 如 ии) = У ош п) 的 解 . 由 条 件 (4.180) 即 得 


м м 

а ‘сии (в, и) =0) ci(bi(to) + ei(to, и)) = 0. (4.181) 
这 是 个 含有 М 个 未 知 数 с, - см 的 线性 方程 组 . НР р > 0 ВР Ь 0, 
Н | Е фр) |< ср, НИ и 充分 小 时 , 方程 组 (4.181) 中 cl …… ,cn 的 系数 矩 
阵 与 B11(0) 的 差别 就 尽 可 能 小 ; 又 根据 条 件 4 有 det Bi1(0) # 0, 从 而 任意 给 定 
ci ,CM 之 后 , 就 可 以 从 (4.181) 确定 c1,… ‚ск. 取 未 知 量 cs+1 ,cm 的 值 为 
Ci 二 ду] 二 上 十 1,… ,M, 并 对 每 一 个 j 确定 其 余 的 未 知 量 ci, i = 1 …… К, 即 得 
方程 组 (4.167) 满足 条 件 (4.180) 的 (М 一 ) ТЕХ аи, = 6+1, ,MM， 
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而 且 它们 可 以 写成 


к 
~ (7) 
Eb н) = шш) + Ciuilt, и) 


《一 上 


ee 
ку 2, (bi(t) + ei(t, и)) ехр Gf Mi(s, паз), 
ВА УЛОВИ ЯРАН к ИНАЯ. 将 


ехр б ГА А; (8, раз) 
提 到 括号 之 外 即 得 
六 人 内 一 00 +9060) (5 sas), вом, 


其 中 6j(t, и) 在 点 to 附近 一 般 来 说 已 经 不 再 是 很 小 的 量 , 但 是 在 区 间 如 < < t < 
н (to 三 面 几 得 则 ,加 > ao 充分 大 ) ЕМ р 一 0 时 对 t 一致 地 有 6 人 由 一 0. 
使 用 类 似 的 方法 可 以 构造 个 满足 条 件 


bulti, и) = 0 (4.182) 


的 线性 无 关 解 . 
我 们 将 所 得 结果 叙述 成 如 下 引 理 (省 略 去 w; 上 的 记号 ~). 


引 理 4.7 当 ao 和 al 充分 大 ,而 4 充分 小 时 ,方程 组 (4.167) 在 в, ti] 上 存在 
由 大 个 满足 条 件 (4.182) 的 解 
$ 
ии) = е (2 / Аав), j= sh 
以 及 M -天 个 满足 条 件 (4.180) 的 解 
w(t, ш) = 75 (6 ш) ехр Gf Nj(s, раз), |= К+ 1,5, М 
组 成 的 基本 解 组 , 其 中 
Yt и) = b(t) +456), j=1,.…,M,; 


而 且 向 量 函 数 оц) 当 大 一 0 时 对 了 = 1,…,k ЖЕ зах т 
对 了 二 上 十 1,… ,MM АБК << ЖТ 一 致 地 满足 条 件 о) 一 0 
(to = бошо, =1- п.о, 这 里 № а, (40 < 40, а1 <а1) 当 j 一 0 时 为 充 
分 大 但 固定 的 量 ). 
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我 们 将 所 构造 的 方程 组 (4.167) 的 基本 解 组 写成 矩阵 的 形式 : 


Ut, 一 了 (也 di ей Л Маз ..., ам Nas fe 和 e+1ds， 

(и) = Y(t, и) ag | e | И М ма (4.183) 
其 中 уби) ВНЯ ии) 的 矩阵 ， 对 今后 来 说 不 仅 аесубі, п) 9 0 从 而 存在 
у, р) 是 重要 的 , 而 且 需 要 当 如 乏 上 乏 志 且 六 充分 小 (0 < р <) В, у: ш) 
的 一 致 有 界 性 . 由 向 量 函数 5 人 tj 的 性 质 , 当 和 < t < 五 时 显然 有 等 式 


dety(t, п) = det B(t) + 6(t, и) 


成 立 . 其 中 当 и 一 0 时 关于 t 一 致 地 有 06 р) 一 0. 由 此 可 得 , М << Ни 
充分 小 时 有 
ldety(t, р) 2 с> 0. 
我 们 考虑 区 间 [to, 5]. 在 点 to 处 当 и = 0 时 , y(to, ш) 的 极限 矩阵 为 


В11(0 0 
lim у(ёо, №) = 7 = ы а’ (4.184) 
4 一 0 В». (0) B22(0) + B21(0)C 


由 方程 组 (4.181) 确定 的 量 Я G=1 6 1ЕЕЧЬ...,М) 当 jp 一 0 时 的 极限 
值 0. 

练习 ”验证 等 式 (4.184). 

由 于 Bi2(0) + Bui(0)G =0 (2 正 是 这 样 选 取 的 】 ,所 以 有 


Ви (0) три 
В, (0) B22(0) 


det уо = det _ 
Ва (0) B22(0) 十 B21(0)C 


аы о В12(0) 
B21(0) B22(0) 


Bu1(0) 0 | 


= іеі В(0) 3 0. 


由 于 当 р 0 В}, б = пошо | 一 0, 因而 由 此 得 出 , 4 te [to, to] Нр 充分 小 
时 有 |det y(t, м)| = |det В(0)| + 6(t,p) 2 с > 0. 类 似 地 可 以 证 明 当 石 <t< ,0< 
и < ро 时 有 |det (6 и) >c>0. 从 而 证 明了 -i(t,p) 在 tost<sti,0<p< po 上 
的 一 致 有 界 性 . 

(с) 我 们 现在 来 构造 方程 组 (4.167) 的 解 uo(t, р), 它 应 满足 边界 条 件 


auo(to, р) = аш, Био (в, и) = Би, 
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或 者 完全 一 样 地 写成 
auolto, и) + Био (11, и) = (а + Буи = иб, (4.185) 


其 中 0 为 给 定 的 常 向 量 . 
我 们 将 找 出 形 如 wo(t, jp) = И pc 的 解 ио(ё, п), 这 里 U(t,p) 是 由 (4.183) Е 
义 的 基本 解 矩 阵 ，ec 为 未 知 的 常 向 量 . 于 是 由 条 件 (4.185) 即 得 


[aU (to, 1) + bU(t1, Mle = «0. 
我 们 证 明 с 的 系数 矩阵 的 逆 [aU (to,p) + Ы (Б, 1)]-! 存在 , 从 而 
с = [aU(to,p) + bU(t1, м)", 


亦 即 

wolt, и) = U(t, p)laU (в, и) + bU (tb, p)] 10. (4.186) 
考虑 到 у; ш) 对 了 = 1,… К 满足 条 件 (4.182), 而 对 了 = 十 1,… ,M 满足 条 件 
(4.180), 我 们 有 


в, в) 7711 (Ёо, р) а её Л Маз. ех Ло №48 0 
о, #) = + , 
ол (ёо, н)діав | et Л 48... еж Ја Md 22 (to, Ш) 
. 1 to 入 ds 1 [10 Араз 
"ү (ёо, и) ав [ez Л, м ‚..., ен? | 0 
aU (to, и) 一 . 
0 0 
类 似 可 得 
0 (Е 0 0 4.187 
(0) = 0 22 (#1, Wp)diag [ez Л) №к+148 ..., её Ла ма, . (4.187) 
于 是 即 得 


71 (ёо, р) ав [ez г №4... ей т) 0 | 


а0 (20, и) +50 (Е, и) = t t 
(в, и) (1, м) [ a(t1, 1)diag [е2 7 міз... ека ман) 


54 р 0 时 有 т (бо, №) 一 Bi1(0), 922, и) 一 B22(1), 因此 根据 条 件 4°, 当 р 
充分 小 时 , у (в, и) 和 лез (Ни 存在 且 有 界 . 按照 公式 (4.55), 并 考虑 到 在 目前 情 
况 下 有 Aiz = Ал = 0, 亦 即 Н = Аг, 从 而 即 得 


diag [е2 7 4... ей лә уо, 0 

14 . 
0 diag [её Јо №+148, 5, ez Лр Mas| т, и) 
(4.188) 


[aU (to, и) + bU (ti, и) = | 
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利用 (4.183) 和 (4.188), 我 们 从 (4.187) 最 后 得 到 


diag е № Хе... , ек 和 а) я (to, и) 0 


0 
и. (4.189 
0 Ча 区 ЈА Mtids 55, er Л ма 955 (Ни) ) 


volt, и) 一 Y(t, и) 

由 此 即 见 , 若 如 = 0, 则 чо и) = 0, 亦 即 方程 组 (4.167) 在 齐 次 边界 条 件 
(4.180), (4.182) 之 下 只 有 零 解 , 从 而 问题 (4.167), (4.185) 存在 唯一 解 . 我 们 将 所 得 结 
果 写 成 如 下 引 理 : 

引 理 4.8 № ao 和 al 充分 大 、 而 几 充 分 小 时 , 边 值 问题 (4.167), (4.185) 的 解 
存在 、 唯 一 , 且 可 写成 (4.189) 的 形式 . 

(а) 我 们 现在 转 到 构造 边 值 问 题 (4.165)，(4.180)，(4.182) 的 矩阵 Green 函数 
G(t, ѕ, и) 问题 . 从 刚刚 指出 的 关于 齐 次 问题 (4.167), (4.180), (4.182) 只 有 零 解 即 知 
Сі, s и) 存在 唯一 . 

我 们 寻找 形 如 


了 全 ш)У (8, и), 当 to < t < 8 < я, 
С(1,8, и) = 
(Би) (5, ш), У <<<, 


的 矩阵 Green 函数 G(t, з, п) (参看 [46]). 根据 G(t, ѕ, ш) 的 定义 , V(s,p) 和 И ($, р) 
应 满足 条 件 


а0 (в, Ш) (3, ш) +00 (1, и)’ (, и) = 0, 
(4.190) 
О (, и) (8, и) — О (8, pV ($, и) = Ем. 
由 此 即 得 
V(s,p) = —[aU (to, и) + bU(t1, и) 00 (6, PUT (s, в). 
由 于 
U1 (sp) = бав [е0 ч,о. елан, et fo Meme, 


К ez f° Me | 7Y- 1(s, и), 
并 考虑 到 (4.187), (4.188) 式 , 因此 即 得 


diag [её Ле 2048... ей Јо Mds| уор) 0 | 


t t 
0 diag [et Mts,..,, ПРА аи) 


У (3, и) 一 一 | 


0 0 
~ Е 22(t1, и) Ча [et Ло №1148... ей Ла хма) | 
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. 1 ге 1га 1 го 
xdiag [е ТЕ 198, ев ТА №48, ен Л Ак: 48, ... 


гек м | УЦ.) 


0 0 | 
= — 0 diag [е2 Аад 0, еъ? маг) ү(8, и). 
由 于 当 to < ts < ti 时 结果 有 


С(Ьз, и) = U(t, и) (8, и) = Y(t, ш) 


0 0 
—1 
х К 
0 diag [et Л 和 Ak+1ds ， ,er ГА sas] 7 ( и) 


由 此 及 x(t,n) 和 y-1(s,p) 的 一 致 有 界 性 直接 的 出 , М в <Ехзхн, 0 < рх ро 
时 有 不 等 式 
к(з – #)\ _ к кв – 
| 6,3, №) |< сехр (- 29 ) = ее ( - 8%) 
成 立 . 可 以 得 到 С(Ь з, м) Е о зн, 0 < p< ро 上 的 类 似 估 计 (从 (4.190) 
ЖИ’ (5, ш) 的 表达 式 ) . 从 而 证 明了 如 下 引 理 : 


引 理 4.9 当 ао, а, 充分 大 和 充分 小 时 , 边 值 问题 (4.165), (4.180), (4.182) 的 
Е № Green 函数 С(Ьз, и) 存在 、 唯 一 且 满足 不 等 式 
| С(ё, в, в) |< сехр (- =", 0 <<, ЮЗзЗН. (4.191) 
(4) 区 间 [0, to]. 
(а) 我 们 首先 考虑 辅助 方程 组 (4.170). 类 似 于 在 区 间 [io, в] 上 对 (4.167) 所 做 
那样 , 可 以 在 半 直 线 < bo < то < оо (这 里 bo 充分 大 ) 上 利用 [50] 中 的 方法 对 方程 
组 (4.170) 构造 形 为 


и (то) = В(0)о: (то) ехр(А(0)т), i=1,..,M, (4.192) 
的 基本 解 组 , 其 中 ai(m) 由 方程 
5 = (д0) 一 Х(0)Ем )о: + Р(то)о‹ (4.193) 


及 条 件 、 
ої (Бо) = 0, 当 ReXi(0) > ReXi(0)， 


ai(oo) = 1, (4.194) 
од (со) =0, 当 ReXi(0) < Вел, (0), ЗАЛ 
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决定 , 其 中 

D(m) = B~1(0)Ao(70) BO), (4.195) 
而 且 量 bo 选 得 这 样 大 , 使 得 在 关于 aui(m) 的 等 价 积分 方程 组 中 的 积分 算 子 成 为 一 
个 压缩 算 子 , 这 样 选取 bo 是 完全 可 能 的 , 因为 由 (4.169), 当 m > bo ВЖ | Б() |< 


cexp(—kbo). 
向 量 函数 а; (то) 可 以 表示 成 


ов (то) = е; + Е (то), (4.196) 


其 中 有 | Кто) |< сехр(-кто) (关于 常数 < 和 с 参看 310 中 第 3 段 的 注 1 和 注 2). 
从 bo 到 0 运用 连续 的 方法 延 拓 方 程 (4.193) № а (п), i = 1 , M, 即 得 
(4.170) 在 [0, оо) ЕНЖАЛ (4.192) 的 基本 解 组 , 此 外 对 о: (то) 的 表达 式 (4.196) 
也 是 正确 的 , 
我 们 用 a(m) 表示 其 列 为 ai(m) КЕРЕ, 并 建立 一 个 对 今后 来 说 是 重要 的 不 等 
式 : 
det(B(0)a(0))11 #0. (4.197) 


假设 这 个 不 等 式 不 成 立 , 并 考虑 (4.170) 的 解 


цо) = Уеа) = Уа војот) ер (0)%) 


i=1 i=1 


显然 这 个 解 当 п 一 co ВЕР. 可 以 选取 ci (不 全 为 零 ) 使 得 wo) 满足 条 件 
au(70) = 0. 


事实 上 , 由 此 条 件 可 得 c;, i =1,...,К, 的 线性 方程 组 


Е 
а оВ(0)о: (0) = 0, 
1=1 
其 系数 行列 式 为 det(B(0)a(0))ii, 于 是 若 det(B(0)a(0))i = 0, 则 这 个 方程 组 存在 非 
ЗЛИЙ с, 从 而 推出 方程 组 (4.170) 在 满足 条 件 (4.171) 之 下 有 非 零 解 vtm), 这 与 要 
求 3" 矛盾 , 因此 不 等 式 (4.197) 成 立 . 
(Ь) 我 们 现在 转 到 方程 组 (4.167) 在 区 间 [0, 如 ] 上 的 问题 . 做 自 变 量 的 变量 替换 
t= тор, 于 是 (4.167) 可 以 写成 
多 = [4(0) + До(то)]и + Н(т, ри, 0< т< т = | Ши, (4.198) 
其 中 Н(т, и) = А(то, н) – А(0) + А. 显然 , Ч р 一 0 Н || Н(щ, н) 一 0 关于 
то Е [0, т] 一 致 地 成 立 . 今后 , 为 了 简单 起 见 , 无 论 是 矩阵 、 向 量 , 还 是 数值 函数 , 只 
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要 当 иэ 0 时 关于 т є 0, То] 一 致 地 趋向 于 零 ， 我 们 都 用 同一 个 记号 w(7o， и) 来 表 
示 它 们 .因此 , Н(то, ш) = (т, и); 从 而 函数 的 变量 替换 w= B(0)m 将 (4.198) 变 成 
dn 


pe A(0)n + Б(то) + «(то, ип, (4.199) 


这 里 A(0) 由 公式 (4.172) 决定 , Ш D(m) 是 由 公式 (4.195) 所 定义 ， 
我 们 在 0 < bo < то < то 上 来 构造 (4.199) 的 形式 如 


те (то, н) = В:(то, и) ехр(№(0)т), i=1,.…,M, (4.200) 
的 基本 解 组 . #4 (4.200) 代入 (4.199) 即 得 ;(то, и) 的 方程 
25 = (A(0) — А(0)Ем)6; + (то): + (то, и), (4.201) 


这 是 方程 (4.193) 的 正则 摄 动 方程 . 关于 6, (то, и) 我 们 给 定 边界 条 件 
83 (60) = og(bo) = 0, 当 ReXi(0) > Вел; (0), 
В! (то) = а (то), № Вел, (0) < Вел, (0), 


其 中 а, (т) 是 边 值 问题 (4.193) (4.194) 的 解 . 

当 bo < то < то 时 , 将 边 值 问题 (4.201), (4.202) НОЯ б:(то, м) 与 前 面 边 值 问 
题 (4.193), (4.194) 的 解 ui(m) 进行 比较 (不 难 写 出 关于 差 ВЕто, н) - ai(m) 的 具有 
压缩 算 子 和 小 右 端的 线性 积分 方程 ), 即 知 当 加 充分 大 且 充分 小 时 , 问题 (4.201)， 
(4.202) 的 解 存在 、 唯一 且 可 写成 


В:(то, ш) = о: (то) + –ш(то, р), bo < то < то, $ 一 1, 7 ‚М. (4.203) 


将 所 构造 的 方程 (4.201) 的 解 8: (то, и) 从 bo 到 0 进行 连续 地 延 拓 , 显然 这 个 解 
仍然 保持 (4.203) 的 形式 , 因此 方程 组 (4.198) (或 者 对 变量 t 来 说 , 即 方程 组 (4.167)) 
在 [0, то) 上 具有 形式 如 


и: (то, и) = В(0)8; (то, и) ехр(№(0)т), 1=1,...,М, (4.204) 


的 基本 解 组 , 而 且 对 解 8;(70, и) 来 说 , 表达 式 (4.203) 是 正确 的 , 其 中 当 р 一 0 时 有 
(то, р) — 0 对 me [0, то] 一 致 地 成 立 . 
记 В(то, м) 为 其 列 是 Вт, и) 的 矩阵 , 于 是 由 (4.203) 即 得 


det(B(0)B(0, м))11 = Че (В(0)а(0))1, + (р). 


其 中 无 论 是 现在 还 是 以 后 , 我 们 总 是 以 w(i) 表示 当 h — 0 时 而 趋 于 零 的 任 一 个 依 
赖 于 ш 的 量 , 于 是 根据 (4.197) 即 知 , 当 и 充分 小 时 有 


det(B(0)B(0, p)11 #0. (4.205) 


(4.202) 
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(с) 利用 基本 解 组 (4.204) 和 不 等 式 (4.205), 与 在 (3) (b) 段 中 一 样 , 可 以 构造 方 
程 组 (4.198) 满足 条 件 
au(0, 4) = 0 (4.206) 


的 (М - к) 个 线性 无 关 解 各 (m0,p), j = 上 十 1,… , М; 而 且 可 将 它 写成 
@3 (то, и) 一 т; (то, и) ехр(Х, (0)т), 了 = Е + 1, 7 ‚М, (4.207) 


其 中 
у (то, и) = В(0)(е; + є; (то) + (то, м). (4.208) 


不 过 这 里 的 =; (то) 5 (4.196) 中 的 并 不 是 同一 个 函数 , 但 却 像 在 (4.196) 那样 也 满足 
不 等 式 || =; (то) |< сехр(-кто), 因此 在 此 利用 同样 的 记号 . 
完全 一 样 地 可 以 构造 (4.198) 满足 条 件 


Би(то, ш) = 0 (4.209) 
的 大 个 线性 无 关 解 . 这 种 构造 的 实质 在 于 
В:(то, и) = о: (то) + (То, и) =е; + є: (то) + ш(то, и) = е; + «(џ), 


亦 即 
det(B(0)B(To, №))22 = det B22(0) + ш(и), 


由 此 及 条 件 4° 即 知 当 р 充分 小 时 有 


де (В(0)В(то, 4))22 #0. 


这 个 解 可 以 写成 
Ui(To, м) 一 79 (то, №) ехр(А; (0) (т — то)), 了 一 1, 7 ‚К, (4.210) 
其 中 
9; (то, в) = В(0)(е; + Е; (то) + 6; (то) + « (то, и), (4.211) 


而 且 Е (т) 是 具有 在 (4.196) 中 同样 性 质 的 函数 ，|| д; i(™) |< сехр(к(то — 70)). 

我 们 将 这 一 结果 写成 如 下 引 理 : 
_ 9 4.10 当 j 充分 小 时 , 方程 组 (4.198) (从 而 与 它 等 价 的 (4.167)) 在 区 间 
[0, то] 上 有 形 如 (4.207), (4.210) 的 基本 解 组 ; 此 外 , 解 (4.207) 还 满足 条 件 (4.206), 而 
解 (4.210) 满足 条 件 (4.209). 
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ЗЕ ЕВЕ ЗЕЕ АИ РЕ РЕЛ 
(п, и) = (ть, pdiag(e™ (0) (0—70), ..., е^*(0)(то—То), 


К (4.212) 
ель (0)... гелм (т), 


其 中 (то, н) 是 其 列 为 (то, н) 的 矩阵 . 

ЖУ у (то, п) 在 0 < п < То, 0 < из po 上 的 一 致 有 界 性 对 今后 的 讨论 是 非 
常 重 要 的 , 为 此 我 们 将 区 间 [0, то] 分 成 三 个 部 分 : [0, 50], [Бо, то — 50], [Fo — bo, 70]. 
在 中 间 区 间 [5bo, то — Бо] 上 利用 (4.208) 和 (4.211) 即 得 


det у(то, и) = де В(0) + О(ехр(—кБо)) + м (то, и). 
由 此 推出 , 4 bo 充分 大 (但 当 и 一 0 时 是 固定 的 ) А и 充分 小 时 有 
Jdet y(no,p)| 2с> 0, М < т< то – bo. 
为 了 在 0< то < bo 上 证 明 这 样 的 不 等 式 , 我 们 利用 等 式 


det (то, и) = det y(70, p) ехр ((%(0) + --- + №00) (ro — то) 
+ Окна (0) +... + Хм (0))т), 


由 此 即 得 
det (то, ш) _ её (то, м) къ Кис: р 
ти) = аа) ° р (0+0) +.--+Ам(0))® -т)), (4213) 
而 由 Liouville 公 式 有 
det U( (то, и) 
det U (bo, ш) = ер (Г bo "Уя tAot Aysdr) 


У 0< nn < bo 时 ,上 式 及 (4.213) РАНО ВОН, 且 以 某 些 正常 数 为 其 上 
界 和 下 界 , 因此 由 (4.213) 即 得 


|det y(no,m)|>c>0， 当 0 то < б. 
ГИЛЕ То — В < то < то 进行 类 似 论证 , 因此 
| det yY(70, p)| > с > 0, Оҳ т< то, О<р< о, 


亦 即 у: (то, м) ЖРО < то < То, < их po 一 致 有 界 . 

(9) 利用 基本 解 组 (4.212), 并 像 在 (3)(c) 和 (3)(d) 段 中 那样 进行 论证 , 不 难 证 明 
类 似 于 引 理 4.8 和 引 理 4.9 的 如 下 两 条 引 理 (在 叙述 这 两 条 引 理 时 , 我 们 回 到 原来 的 
变量 二 ЗН ТЫ (то, и) 和 y(t) (参看 (4.183)), 我 们 用 9 (站 表示 убт, м). 
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引 理 4.11 当 /充分 小 时 ,方程 组 (4.167) 存在 唯一 满足 边界 条 件 


0 0 0 
a Wo (0, №) +6 А (to, м) = 
0 > 

им 电 。(t 四， 而 且 它 可 以 写成 

(0) (0) 

uo (н) =7 (ёи) 

(0)_ 
х те 7 ‚ек) 了 1. (0, и) 0 (0)o (4.214) 
. (0) _ 2 
0 diag(ek+1,... ,eM) У 55 (to, и) 

其 中 


е; = ехр (250), 当 {= 1,:-- ‚К, 
= ө (15406-8), 当 1 一 大 十 1 AL. 


出 现在 (4.214) 中 的 量 9-1(0, и) 当 0 < < по 时 的 存在 性 和 -一致 有 界 性 是 从 
де 9 (0, и) = det а (0, и)дев 72 (0, р), 从 而 ldet 7, (0, > с> 0 推出 的 . 类 
似 地 可 以 证 明 , 当 0 < и < po 时 , УК, и) 的 一 致 有 界 性 . 
引 理 412 当 / 充分 小 时 , 方程 组 (4.165) 在 边界 条 件 
аи(0, р) = 0, bulto, и) = 0 (4.215) 
之 下 的 矩阵 Green 函数 С(ё, ѕ, и) 存在 、 唯 一 且 满足 不 等 式 


(0) Пи 
| Сб, ,| < cexp ( _ 1—8), 0<1<#%, 0<8<#. (4.216) 


(5) 区 间 [6,1]. 
在 这 个 区 间 上 进行 像 第 (4) 段 中 那样 的 构造 之 后 , 不 难 证 明 类 似 于 引 理 4.10 ~ 
4.12 的 引 理 . 我 们 给 出 如 下 两 条 类 似 的 引 理 : 


引 理 4.13 # р 充分 小 时 , 方程 组 (4.167) 存在 唯一 满足 边界 条 件 


1 1 1 
а Д (Ф, м) +В Д (1, р) _ 0 
1 > 
им 如。(t 四， 而 且 它 可 以 写成 
(1). (1) 
ио (t, м) =7 (ё, и) 
г. (1) 
x | diag(g1,.** ,gk) 7 а. (В, в) 0 (Wo (4.217) 


. (1)_ 
0 diag(gp+1,..* ,9M) 72 (1, И) 


514. 条件 稳 定 的 情况 (有 双边 界 层 的 边 值 问题 ) - 103. 


| 其 中 
9: = ехр (хаж 一 к), Ш = 1,...,6, 
gi = ехр (250-1), ш і=к+1,--:,М. 

ТЕ у (ш) 是 类 似 于 在 公式 (4.124) тив у (р). 

引 理 4.14 # р 充分 小 时 , 方程 组 (4.165) 在 边界 条 件 

. ащн, и) = 0, bul1, и) =0 (4.218) 

2 ТЕ Сгееп 函数 С(Ьз, и) 存在 、 唯 一 且 满 足 不 等 式 

кЕ- 8| 


и 
(6) 我 们 现在 构造 方程 组 (4.165) 满足 边界 条 件 


au(0, ш) + bu(l, р) = м0 (4.219) 


的 解 u(t, м). 为 此 , 我 们 利用 上 面 在 三 个 区 间 的 每 一 个 上 所 构造 的 方程 组 (4.167) 在 
(4.219) 类 型 的 非 齐 次 的 边界 条 件 下 的 解 , 以 及 对 应 边 值 问题 的 Green 函数 . 
在 区 间 [0, to] 上 有 


(1) 
|с (6,0) <сер(– Te), usti<y, акесі. 


(0) to 1 (0) 
ub Чо шт [5 зида, (42) 
0 


0) (0) ш 
式 中 Wo (д) 是 由 (4124) 式 所 决定 , А о [15 ЕЧ 
2400, 


向 量 «0 的 第 一 块 ， w(to, 1) 是 所 求 向 量 函 数 w(t, 1) 的 第 二 块 在 点 to 处 的 值 , 而 
е (#, з, ш) 为 边 值 问题 (4.165), (4.215) 的 矩阵 Green 函数 . 
在 区 间 [to, tt] 上 有 类 似 的 公式 : 


#1 
щи) = чои) + ] ;Gt в, и) (в, и)ав, (4.221) 


式 中 обод) 是 由 (4189) 式 所 决定 ,这 时 需要 令 и (000) 在 此 ибн 
2001, 


和 ио (#1, ш) 为 所 求 向 量 函 数 о (1, и) 的 第 一 块 和 第 二 块 分 别 在 点 to 和 点 tt 的 值 , 而 
G(t, з, ш) 为 边 值 问题 (4.165); (4.180), (4.182) 的 矩阵 Green 函数 . 
最 后 , 在 区 间 [1, 1] 上 我 们 有 


(1) 110 
цеш = + | „0 зода, (4.222) 
to 
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式 中 о (м) 是 南 (4217) 式 所 决定 , 这 时 需要 令 (А) ЧЕ wb 


是 所 求 向 量 函数 ut 站 的 第 一 块 在 点 二 处 的 值 , 赐 是 已 知 向 量 ua 的 第 二 块 ; 而 
9 (#, ѕ, ш) 为 边 值 问题 (4.165), (4.218) ВОЯ Green РЖ. 

由 (4.220), (4.221), (4.222) 式 还 无 法 决定 所 要 求 的 解 u(t, и), 这 是 因为 这 三 式 右 
端的 第 一 项 ( 即 项 0 (6, р), шоб, ш), 全 0 的 站) 含有 所 求解 本 身 在 点 如 ГЫ 处 的 
值 . 我 们 准备 用 (4.220) ~ (4.222) 式 本 身 来 求 出 这 些 值 . 

在 (4.220) 和 (4.214) 中 令 t= 如 , 则 可 得 第 一 块 и (о, и) 的 如 下 表达 式 


т (0 9 
vi(to, и) = Yi (to, 1)diag (ей о, ... е0) 5 1 (0, и)? 
(4.223) 


+ ia (в, и) ЯЗ, иди, В) + ( ] " т О (to,s, fs, та). 
我 们 把 右 端的 第 一 项 与 第 三 项 的 和 记 作 A (j), 并 注意 到 这 时 有 


etNi(0)t — ем(Фао Intl ао! Вен (01 一 (1 


(我 们 记得 : (и) 是 表示 任 一 个 只 依赖 于 jy НМ и > 0 В || (и) || 0 № в ВЕ 
何 矩 阵 、 向 量 或 数量 ) . 
其 次 我 们 注意 到 由 (4.208) 式 可 得 等 式 


(0) (9) —1 
77 12 (ёо, №) 55 (to, Hp) = В12(0)В55 (0) + wlp). 
因此 (4.223) 可 以 写成 
из (ёо, и) = [B12(0) 855 (0) + (и) из (ёо, н) + №. (и). (4.224) 


用 类 似 的 方法 从 (4.221) 可 得 : 当 t = to 时 有 


vw2{to, ш) = [B21(0) Ву (0) + w puto, м) + wlp)ualt, ш) + №2 (в), (4.225) 
而 当 上 = 五 时 有 
ш (б, p) = (пил (ю, р) + [В12(1)В5 (1) + w(p)lualt, p) + hs(p). (4.226) 


完全 一 样 , Че=ы 时 , М (4.222) 可 得 
walti, р) = [B21(1) Вы (Ом) (ё, p) + Ва(р). (4.227) 


我 们 来 证 明 ， 当 и 充分 小 时 ， 关于 ил (о, и), м2 (0, и), мл (В, м), м2 (Н , м) 的 线性 
方程 组 (4.224) ~ (4.227) 有 且 只 有 一 个 解 . 由 于 当 р 一 0 时 , (4.224), (4.225) 的 极 
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限 方程 与 (4.226), (4.227) 的 极限 方程 完全 分 开 , 因此 我 们 只 需 分 别 证 明 对 于 (4.224), 
(4.225) 和 (4.226), (4.227) 的 齐 次 极限 方程 组 都 只 有 零 解 . 我 们 只 就 对 应 于 (4.224)， 
(4.225) 的 齐 次 极限 方程 组 进行 证 明 , 即 方程 组 


Ul 一 B12(0) B22 (0)м2, иә = B21 (0) в! (О). 
为 此 我 们 考虑 非 退 化 变换 и = B(0)n, 或 者 写成 分 块 的 形式 : 
ш = В11(0)т + Biz(0)m, и2 = Вә: (0)т + В22(0)12. 


由 此 即 见 ， 当 т =0 时 有 
ш = В12(0) Baz (0)ua， (4.228) 


而 当 тр = 0 时 有 
из = Вэ (0) Вил. (4.229) 


由 于 7 = 0 时 对 应 于 唯一 解 wu 0, 因此 方程 组 (4.228), (4.229) 只 有 零 解 , 所 欲 证 明 . 

因此 当 充分 小 时 , 由 方程 组 (4.224) ~ (4.227) 可 以 唯一 决定 wi (to, и), шо (во, Ш), 
wi(t1,1), wz(t1; и) КИН, 将 这 些 值 代入 (4.220) ~ (4.222), 即 可 求 出 边 值 问题 (4.165)， 
(4.219) 的 解 , 而 且 不 难看 出 这 个 解 是 唯一 的 . 


+. 定理 4.2 的 证 明 ”我 们 回 到 余 项 u(t, и), (6 и) 的 方程 组 (4.161), 并 将 其 


写成 
аи 


а 
dv 
а = fzlt, ши + ЛЬ и)о + Сз(и, о, ё, и); 


其 中 А(ь р) = Е.(0) + ПР, (то) + Фо, (т) 满足 第 九段 的 条 件 1° ~ 4°, 从 而 在 
第 九段 进行 的 所 有 构造 对 它 都 是 正确 的 . 我 们 记得 С, Со 还 具有 用 不 等 式 (4.159)， 
(4.160) 表示 的 两 条 重要 性 质 . 

我 们 把 方程 组 (4.230) 在 条 件 (4.162), (4.163) 之 下 的 定 解 问题 转化 成 可 以 运用 
逐次 逼近 法 求解 的 积分 方程 组 ( 某 些 细节 由 于 太 繁 复 而 略 去 了 ) . 

由 (4.230) 的 第 二 组 方程 可 得 . 


一 А(Ь ши + Е, (, и + Ga (и, о, р), К 
(4.230) 


$ 
(6 и) = V(t, 0, ш) + [ Vt, з, и) [1 (8, pu(s, и) + Сә(и, о, 8, и)]аз, (4.231) 


这 里 У(Ь з, н) 为 齐 次 方程 组 


ау 


а = fy(t, 2)V, У (3, s, и) = Em, 
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的 基本 解 矩 阵 ; 由 于 f(t,p) 的 有 界 性 , 当 0 < s < t < 1,0 < jp < po 时 , 它 满足 不 等 
式 V(t,s,p) [< с. 引进 记号 


Н(Ьз, и) = V(t, з, и) Г. (3, и), 
©з(и,ъ,, и) = (0, и + fo V(t, з, )Сз (и.о, в, и)а8 


后 , 可 将 (4.231) 重 写 成 
t 
v(t, р) = [ H(t, s, и)и(ѕ, р) 48 + Q2(u, о, ё, р). (4.232) 


显然 , 核 НЕ, s, р) 是 有 界 的 , ПНА Оо (и, о, ё, п) 上 共有 类 似 于 函数 Gil, G2 性 质 
的 如 下 两 条 人 性质: 
1. 40 <<< их Н 


|| ()2(0, 0, и) |< си". 


这 个 不 等 式 容 易 从 (4.164) 和 (4.159) 得 到 . 
2. 对 于 Ve > 0,3 常数 5 = 6() 和 ш = pole) 使 得 只 要 | ши) |< 5 
|| м2(6 №) |< 6, | 51 (6 р) |< 6, | 52(6 и) [< 6, №4 ОЗ 1, О <и < po 时 有 
[Q2(w1, v1,t, н) — 92(и2, 02, и)| < є шах || wi(t, н) — ч2(Ь и) || 
+ (в) — valt, в) 1]. 


将 (4.232) Л (4.230) 的 第 一 组 方程 即 得 
н? = Аи + Ви) ] H(t, s, ии, p)ds + 1 (и, о, и), (4.233) 


其 中 9. (и, 0,4, и) = С. (и, о, ё, п) + Е (Е, и) Озг(и, о, і, и). 根据 (4.159), (4.160) 以 及 
(0,0,1, и) 的 两 条 性 质 , ВУ О. (и, о, р) 具有 与 О2(и, о, ё, ш) 同样 的 性 质 . 

在 把 (4.233) 右 端 的 后 两 项 看 成 非 齐 次 项 , 以 及 利用 第 九段 构造 的 矩阵 Green 函 
数 О (зи), Сб, зош) 和 9 (зи) 之 后 , 我 们 可 用 (4.220) ~ (4.222) 型 的 如 下 积 
分 方程 组 来 代替 方程 组 (4.233) 及 其 边界 条 件 (4.162): 


и, ш) = у [ 0 (#, 8, и) [Вии ] 万 (8, р, и)и(р, и)ар 


@ (4.234) 
+91 (и, 0, в.в) ds+ и 0 ($, и), 当 0<+#< to, 
1 #1 8 
щьш = | свк) 8 Hp nulp tdp 
Вг 0 (4.235) 


+оо зава), ЕТ tt 
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1 8 
щым-т[ О зи) |в 0 | норадирдв 
+91 (и, os ds 十 2, (м), 当政 <2<1. 
我 们 将 (4.234) 右 端 的 积分 分 开 成 两 项 , 并 令 


(0) 
Lu ае 1 


(4.236) 


"О (в.ш), (ви) | Г нољадчр, 办 | ds 
0 0 А 


О ови) 1 [ Я ,8,001(u v8, pds. 
对 (4.235) 和 (4.236) 的 右 端 也 进行 类 似 的 表示 : Ги, (и, о, ё, и) 和 2 и, 9 (и, 0, t, и). 
根据 上 段 对 矩阵 Green 函数 ©) в зи), без, и), В (в.п) 得 到 的 指数 式 估计 , 以 


及 091(и,0,, п) 的 两 条 性 质 , 积分 算 子 0 (и, 0, п), О (чьи), 9 (и, о, и) 也 具 
有 与 0.(и, 0, р) 车 同样 的 两 条 性 质 
我 们 首先 研究 了 а, 将 积分 Г 分 成 两 项 之 和 : [ +/ 然后 对 每 项 进行 
分 部 积分 即 得 
了 а= 1 РА А (#, р, ш), оида Й Н(ѕ,р, и)щр, да) 


0 


з 1 С (ри ов | [не 8, р, и)шр, даја 


= [< ОР вда) |, Hs p utp ыыы ь 
2 | Сери) һа) а | 人 Нор, нды ар] lds 


并 将 这 个 等 式 的 右 端 四 项 分 别 记 为 2 ди ри ши 此 外 , 引进 记号 


0, (вм) e К: О (6р, М)Е,(р,ш)ар, (4.237) 


于 是 合并 各 ww 和 wu 即 得 


(0) (0) (0) 
Li wt [зи =К1 (& 60), Н (+, 3, иуи(з, и) )аз 笃 = = [к К (2, в, р)и(з, р)аз, 


其 中 А (3, 4) Ej (ё, н, з н), ‚НЯ @ (t, в, ш) МИ (4.216) 以 及 


К, (ёз, и) 的 表达 式 (4.237) 即 可 推出 Га (8, и) 的 有 界 性 , 亦 即 ® (3, и) 的 有 
界 性 . 
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其 次 我 们 研究 12 w 因为 Н(о,рьи) = Убь,рьн) (рн), 0) 


У(3, р, AD У (3,8, №) = Em, 所 以 


= fu(s, и) 


2 /Hpi d= Bless us + [ РОР utp дар 
= fz(s, ш)и(з, н) +. Д 2, (8, ш) Н (з, р, и)ч(р, н)ар. 
利用 最 后 这 个 等 式 及 记号 (4.237) 即 得 
(0) t (0) 3 
[2и=- Д Кі (68, и) [7.09 puls, и) + ] fy(s, и)Н(з, р, и), и)а] 43. (4.238) 
从 (4.237) № (4.216) 得 出 , Ч о<=<1<%, 0 <р < ро 时 有 不 等 式 


| К (65,0) < [соо (02) арк секр ( 9) 


и 


成 立 , 由 此 即 得 
t | ©) 
[ | К. (t,s, | < си. (4.239) 


现在 从 (4.238) 不 难 推出 线性 积分 算 子 00 具有 与 9 一 样 的 两 条 性 质 . 事实 上 , 由 
于 当 w=0 时 有 w=0, 即 知 第 一条 性 质 成 立 , 而 第 二 条 性 质 由 (4.239) 即 可 得 到 . 


类 似 地 可 以 证 明 , © 也 具有 同样 的 两 条 性 质 ， 下 面 我 们 将 用 六 记 一 切 具有 上 
述 两 条 性 质 的 线性 算 子 . 因此 


? и = [ ® (+, 3, м) (3, и} 48 + Г.и, О<ЕЗЬ. (4.240) 
0 
我 们 现在 转 到 (4.235) 并 研究 积分 
t1 8 
Lu= ГА 2G зим] {Hs ulp, ар] 


将 被 积 函数 中 的 积分 ] “分 成 两 个 积分 之 和 : [ + ] ` 由 此 可 得 
0 0 to 
Lu = [ К (+, 3, р)и(в, и)ӣз + Ти, 


其 中 К зи) = Г: 1. риЕ р, в) Н(р, р) to <t< td < s <th HH, 
(4.191) 即 知 它 也 是 一 个 有 界 核 而 


TA И H(s,p, 1)ulp, дар] ds. 


to 
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像 对 Ги 那样 对 Ри 进行 变换 之 后 , 可 得 类 似 于 (4.240) 的 等 式 
bu = [ K(t, 8, Muts, Wds + Геи. 
to 
其 中 А 
К(Ьз, и) = |/ ие, Bl дејно, 8, И), 
<<, to <s gt 时, (4.191) 即 知 它 也 是 一 个 有 界 核 , 因此 


t 
Ім = ] К(Ьз, иуи(3, и)43 + Геи, ЮЗЕСЗН. (4.241) 
0 


最 后 , 类 似 于 Lu, 对 © и 进行 变换 之 后 可 得 


(1) 11 @) А 
Ти= С (sn | Hs,p, ulp, dplds 


а (4.242) 
= К EK(t,s,p)u(s р) 48 + Геи, и ЗаЗЬ 


其 中 0 ев) щі <і<1,0<5<+ 0 <р< р 时 是 一 个 有 界 核 . 
0 
利用 (4.240), (4.241), (4.242), 并 保留 具有 前 述 两 条 性 质 的 和 式 9 +Leu, 9 + 
1 0 1 
Геи, Р) 十 Lew 中 的 前 一 个 记号 0, д, 0, 将 方程 组 (4.234) ~ (4.236) 重 写成 


(0) t (0) (0) 、 
щи) = Фо (вн) + К ид идаз+ 9 (ъв), Чое; 
0 
$ 
u(t, р) = чо(Ь и) + ] К(Ь 8, и)и(з, и) 48 + О(и,о,, и), <<; (4.243) 
0 


(1) t 0) (D 、 
v(t, н) = ио (и) +[ К (63, и)и(в, и)аз+ @ (и, о, и), Мы <Е<1. 
0 


类 似 于 在 第 九段 对 方程 组 (4.220) ~ (4.222) 所 进行 的 讨论 , 我 们 从 方程 组 (4.243) 
求 出 含 在 Vv (t, №), uolt, и), о (ё, п) 中 的 值 wi(to, и), м2 (6%, и), ш (б, в), из (ti, и). 
在 第 九段 曾 证 明 完 成 这 种 运算 是 唯一 的 . 所 得 到 的 关于 wi(to, п), wa(to, н), ча (Нм), 
из(Н, и) 的 表达 式 将 含有 积分 项 


(Г р (to, 3, м) (3, юа), (Г К(®, 8, ии, им») ， 


a во) 
( к(а), ( [ К 0 pu ds) : 
0 1 0 2 


我 们 将 这 些 积分 的 每 一 个 , 与 积分 算 子 0, 0, 9 的 分 块 , 以 及 满足 不 等 式 wi |< 
ср” (参看 (4.164)) 的 向 量 шо 的 分 块 , 都 用 记号 Zou 表示 . 将 这 些 表达 式 代 回 到 
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(4.243), 于 是 由 (4.214), (4.189) 和 (4.217) 即 知 , 每 一 个 Ги 型 的 积分 项 在 (4.243) 的 第 
一 组 方程 是 位 于 0 (exp (-^®-0)) 阶 的 因子 中 ， 在 第 二 组 方程 是 位 于 
0 (em (- <) 或 者 0 (em ( - “И =9)) 阶 的 因子 中 , 在 第 三 组 方程 是 


位 于 0 (em (一 928). 阶 的 因子 中 вт, 记 任何 一 个 这 种 因子 与 Га 再 
积分 项 的 乘积 ; 显然 , 对 相应 区 间 上 的 任意 点 和 和 刀 、 任 意 的 有 界 函数 (и), 以 
及 线性 积分 算 子 志 的 核 Ku з.п), 满足 条 件 


/ К, в, м) а, ва = Op). (4.244) 


从 项 Шо (6н), wol и), Фо (6н) 中 抽出 Ги 型 的 项 , 并 将 剩 下 的 项 相应 地 放 
0 1 
进 算 子 @ (оњи), Обшоњи), © (шоњи), 这 些 算 子 仍然 保持 上 述 两 条 性 质 . 引 
进 记号 А 
ив), 4 0 <<, 0 <8<+, 


К(ьз, и) = { К зи), МЧ ю<ехны, Охз<ь 
(1) 
К (63, и), Ч << 1 0<3<Е 
(0) 、 
О (и, о, ё, џ), 当 0 <Е<Ь, 
人 (wo 站 = (о, и), асас, 
(1) 
© (и,0,, и), щі 1. 
于 是 可 将 (4.243) 式 写 成 
і — 
u(t, р) = ] Кё, 3, и)и(з, и)а8 + Гри + (и, о, , р). (4.245) 
0 


此 外 , 利用 核 下 (t, s, ш) ВИ АО, з, и) (由 К(з, и) 的 有 界 性 可 知 后 (t, в, и) 也 
是 有 界 的 ) . 我 们 可 用 与 (4.245) 等 价 的 积分 方程 


+ 
u(t,p) = Гри + Ө(и, о, и) + |. R(t, s, и) 17 + @(и,ъ, 8, 中 | ds 
= Lu + S(u,v,t, и) 


来 代替 它 ; 由 于 (4.244) 及 9 的 两 条 性 质 ， 因 此 这 里 的 S(w,v,t,n) 也 具有 与 
О(и, о, ё, и) 相同 的 两 条 性 质 . 

”至 于 方程 (4.246)， 我 们 借助 于 线性 积分 算 子 Г, ИЖ К (ъв, п) 的 预 解 式 
В, (Ё, з, ш) (其 存在 性 和 有 界 性 可 由 核 K,(t, з, и) 的 性 质 (4.244) 推出 ), 可 用 与 它 等 


(4.246) 
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价 的 积分 方程 
1 
ult, и) = 5(и, 0,4, и) + [ К, (Ф, 8, и) 5 (ми, 0,8, п) аз = 51 (и, о, Ё, и) (4.247) 


代替 它 , 其 中 积分 算 子 5. (и, 0,2, н) 也 具有 与 (и, о, ё, и) 同 样 的 两 条 性 质 . 

关于 w(t, и), (2, и) 的 积分 方程 组 (4.232), (4.247) 与 方程 组 (3.103), (3.104) 完全 
相似 , 因此 像 在 第 三 章 那 样 , 可 用 逐次 通 近 法 证 明 其 解 的 存在 性 , 并 得 到 估计 ||u(t, а) 
< ср”, |v(t, и) < си”, 由 此 即 得 (4.150). 

为 了 证 明定 理 4.2 结论 中 解 的 局 部 唯一 性 , 我 们 注意 到 对 ve > 0, 35 > 0 使 得 只 
要 在 曲线 Lo ( 见 第 六 段 ) 的 5 邻 域 中 , 存在 边 值 问题 的 两 个 解 ww 和 из, оо, 则 由 
92 的 第 二 条 性 质 以 及 5, 的 类 似 性 质 , 根据 (4.247) 和 (4.232) 即 得 


оби) — wt ON < = ах [ша (6, и) — аб м) + hors и) — mwl), 
он) — оби) < с шах |е (6) — изб и 


де щих [рабы чаба о) — а], 


由 此 得 出 
ол, и) — оё, д + ols) — зем) 
< (c+ 2)e шах (alsp) — чоь N+ По (6и) — 0206; 


дах | 


1 р 
Же < 一 即 得 


шах ls) — изб в) 10: (60) -ws =0 


从 而 Ul (+, и) = v2(t, и), v1 (ё, и) = 92(Ь и). 定理 4.2 证 毕 . 


注 在 B. А. Тупчиев 工作 中 , 他 在 稍微 不 同 的 假设 下 证 明了 类 似 于 定理 4.2 的 定理 ( 参 
看 [57]). 他 在 特征 值 和 (#) 上 只 加 上 条 件 (4.96). 但 是 为 了 保证 零 阶 边界 层 项 IIoz(70), Qoz(71) 
很 小 , 他 要 求 la(z? — 20(0))|| 和 ||b(z? 一 zo(1)) 充分 小 , 这 与 定理 4.2 的 条 件 相 比 较 是 一 个 实质 
性 限制 . 在 这 些 条 件 下 , 不 难 按照 [60] 的 办 法 证 明定 理 . 作为 方程 组 (4.158) 中 и, о 的 系数 应 当 取 
Е.(0),Е,(0), (如 ,fy(t). 这 时 函数 G1, G2 满足 不 等 式 (4.159), 而 在 |Поз(то)| 和 |ог(т)| 
充分 小 的 假设 下 , 它们 还 满足 不 等 式 (4. 160). 其 次 应 当做 变量 准 换 4 二 了 T(t) (21), 其 中 矩阵 了 (人 
将 五 .(t) 变 成 对 角 分 块 阵 
C+(t) 0 | 


тотто) ос, 


这 里 C+ 人 是 以 Xi 的 ,和 x(t) 为 特征 值 的 矩阵 , C- (0) 是 以 入 41(t),… ,和 m(t) 为 特征 值 的 
ХЕ [53] 中 证 明了 这 种 矩阵 T(t) 的 存在 性 . 其 次 利用 齐 次 方程 组 
sWi ай 
dt 


Ш 十 
a = С (Ки, 


ГР = С (ИИ 
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的 基本 解 矩 阵 Wi(t, s, ш) 和 И/2 (2, s, ш), 根据 引 理 3.2, 它们 满足 估计 


Е 一 
И”, (6,3, W) < сехр (- 9), ЩО<з<1<1, 0<и<ио, 


ПИБ, в.) < секр ( - 6-0, МОЕ < 1, 0<и< 
可 以 将 关于 ил, шо, о 的 方程 组 (类 似 于 第 三 章 所 做 的 那样 ) 转变 成 积 方程 组 , 而 对 于 后 者 用 逐次 
逼近 法 容易 证 明 所 论 边 值 问题 在 退化 解 的 邻 域 中 存在 唯一 解 及 佑 计 式 (4.150). 
更 为 复杂 的 定理 4.2 证 明 , 恰好 是 与 lla(z0 — 20(0))| 和 |6 (=° - 20(1)) | 不 是 很 小 有 关 . 


十 一 、 更 一 般 的 定 解 条 件 ”假设 方程 组 (4.89) 的 边界 条 件 有 与 813 同样 的 形式 
Е(2(0, и), у(0, и), 2(1, и), y(1, ш) = 0, (4.248) 


其 中 В Я (М +т) 维 向 量 ; 这 时 可 以 按照 813 中 提出 的 格式 进行 讨论 , 但 是 现在 作 
为 辅助 问题 的 解 , 我 们 不 用 初 值 问题 的 解 , 而 是 用 以 (4.90), (4.91) 为 边界 条 件 的 边 
值 问题 的 解 代入 (4.248), 此 外 我 们 还 假设 


20 = 20(р) = 20; Биа Б: ик +, і 1,2, 
(4.249) 


00 = у0(и) = уо + щи + ув Б. 
这 时 在 本 节 第 5 段 所 描述 的 构造 渐 近 解 的 计算 方法 应 有 所 修改 (类 似 于 在 511 第 3 
段 中 当初 始 条 件 依赖 于 /所 做 的 变动 ) . 
用 辅助 问题 精确 解 的 渐 近 展开 代替 精确 解 本 身 代 人 (4.248), 并 比较 р 同 次 宕 的 
项 , 即 得 决定 (4.249) 中 事先 未 知 的 系数 方程 . 
由 (4.248) 的 零 次 近似 即 得 


Ro = R(z0(0) + По2(0), 90(0), 20(1) + Qoz(0), 9% (1)} = 0. (4.250) 


这 个 方程 组 的 未 知 量 是 向 量 Hoz(0) 的 天 个 分 量 (Hoz(0) 的 其 余 (M – к) 个 分 量 可 以 
利用 Hoz(0) 位 于 5+ 上 的 条 件 而 通过 这 个 分 量 来 求 出 ) 、 向 量 @oz(0) 的 (M 一 k) 
个 分 量 以 及 矶 (0) – уо 的 т 个 分 量 (50(1),z0(0) 和 20(1) 都 是 yo 的 函数 , 它们 都 可 
以 从 退化 方程 组 (4.117) 求 出 ) . 这 时 , 就 像 Hoz(0) НН 个 分 量 是 未 知 的 那样 , 我 
们 认为 Qoz(0) 也 只 有 (М – к) 个 分 量 是 未 知 的 . 但 到 底 是 哪 (M – к) 个 分 量 作为 
独立 未 知 量 呢 ? 这 就 要 看 S+ 和 5- 的 分 析 表 达 式 而 定 . 在 条 件 Y 中 , 我 们 曾 认 为 
个 独立 未 知 量 就 是 以 < 的 头 大 个 分 量 为 分 量 的 向 量 а, 但 是 作为 а 也 可 以 取 任何 
其 他 一 个 有 上 大 个 分 量 的 向 量 块 , 而 且 应 当 认 为 只 有 По2(0) 的 这 些 分 量 是 未 知 的 . 对 
于 Qoz(0) 也 有 类 似 的 情况 . 总 之 , (4.250) 是 一 个 由 (М + т) 个 方程 组 成 的 且 正 好 
有 (М+т) 个 未 知 量 的 方程 组 . 我 们 认为 这 个 方程 组 是 可 解 的 , 且 其 对 应 的 行列 式 
( 见 513) ЖЖ. 因此 (4.249) 中 的 零 次 项 可 决定 如 下 : 


уо = 09, 201 = 201 (0) + (По2(0))1 = 201, 202 = z02(1) + (Qoz(0))2 = 20. 
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其 次 从 (4.248) 可 得 一 系列 其 行列 式 不 为 零 的 线性 方程 组 , 由 这 些 方程 组 就 可 以 
逐次 求 出 (4.249) 零 次 以 后 的 各 项 系数 . 

这 样 一 来 , 在 条 件 稳定 的 情况 下 , 对 于 边界 条 件 (4.248) 的 问题 也 可 以 运用 在 
813 中 所 使 用 过 的 构造 渐 近 解 的 方法 来 求解 . 不 过 现在 我 们 不 详细 研究 在 го 邻 域 
中 X?(p) 的 存在 性 问题 . 如 果 这 样 的 Xo%(p) 存在 , 那么 只 要 在 (4.90), (4.91) 中 取 
20 = 29(и), у = Y?(p), 则 边 值 间 题 (4.89) ~ (4.91) 的 解 X(t, ш) 就 是 边 值 问题 
(4.89), (4.248) 的 精确 解 . 

对 于 条 件 稳定 的 情况 不 仅 可 以 研究 以 (4.248) 为 定 解 条 件 的 两 点 边 值 问题 , 而 且 
还 可 以 讨论 其 他 的 定 解 条 件 问题 . 

条 件 稳定 情况 下 的 一 类 典型 问题 是 含有 小 参数 的 变 分 问题 , 这 类 问题 当 小 参数 
в =о 时 产生 了 退化 ,下面 我 们 考虑 其 中 最 简单 的 一 个 问题 . 


假设 给 定 的 泛 函 为 ， 
(у) = ] F(t,y, ру’). (4.251) 
我 们 来 求解 这 个 泛 函 在 固定 边界 条 件 
9(0, м) =0, yl,p)=0 (4.252) 


之 下 的 极 值 问 题 . 这 时 (4.251) 的 Euler 方程 为 
Е — pF — pFy2y — и? Еззу" = 0, 
ФЕ 


(其 中 г 的 下 标 表 示 函 数 F 关于 三 个 变量 的 相应 偏 导数 , 例如 Е» = РРС 这 里 
2= щу). 令 шу = 2, Е Ез 20 的 假设 下 , 把 上 面 的 方程 写成 方程 组 (4.253) 就 是 
dz Ро – Ез22 — ИЕ dy 
Pa Езз ет 
这 是 (4.89) 类 型 的 方程 组 , 所 不 同 的 只 是 在 此 方程 组 的 右 端 含有 р, 但 这 并 非 实质 性 
问题 ( 见 511 第 5 段 ) . 
由 (4.253) 即 见 其 退化 方程 组 为 
Е — Ез? = 0, Е = 0; 
由 此 得 出 z(t) = 0, 而 y(t) 则 由 Ро = Р, (2,7,0) = 0 的 根 了 = y(t) 得 到 . 这 时 的 特征 


= 2; (4.253) 


方程 为 . 
_X F22(t, p(t), 0) 
det 1 Езз(ё, (2), 0) | = 0, 
1 一 入 
亦 即 22 = 2640,0) 如果 та > 0, 那么 根 О 和 部 (6) 就 有 不 同 的 符号 , 于 


Faa(t, p(t),0) 
是 Euler 方程 组 性 (4.253) 和 定 解 条 企 (4.252) 就 是 在 条 件 稳定 情况 下 边 值 问题 (4.89), 
(4.248) 的 一 个 特例 . 


“一 一 
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如 果 代替 最 简单 的 问题 (4.251), (4.252) 而 考虑 等 周 问题 , 亦 即 对 边界 条 件 (2.252) 
还 补充 条 件 
| ] G(t,y, 2) = 1 (4.254) 


的 问题 , 那么 Buler 方 程 组 中 除了 含有 未 知 函数 y 和 z 之 外 , 还 应 当 包 含有 未 知 参 
数 А, 这 时 的 定 解 条 件 是 (4.252) 和 (4.254) 式 ， 对 于 这 个 问题 也 可 以 应 用 上 述 的 
方法 . 不 过 对 于 未 知 参数 А 应 当 找 它 关于 и 展开 的 形式 (М, 813 的 第 3 В) А = 
№+рА +: БКА +. 将 Euler 方 程 组 在 含有 参数 А, 的 条 件 (4.252) 之 下 的 解 
的 渐 近 展开 式 代 人 (4.254) 式 , 并 比较 и НЕЕ, 即 得 逐次 确定 Xo, At … 的 
方程 . 关于 如 何 完成 把 (4.104) 型 级 数 的 运算 变 成 对 и 军 次 逐 项 展开 的 积分 表 式 , 将 
在 专门 讨论 积分 -微分 方程 的 第 五 章 进行 详细 研究 . 还 有 一 个 可 归结 为 条 件 稳定 情形 
的 变 分 问题 例子 是 如 下 的 最 优 控制 问题 (и 为 控制 参量 ) 


а 1 
ит = (0,2,0), Це и) = ] Е( 2, и) = тіп; 2(0, и) = 20, 2(1, и) = 22. 
0 


工作 [2, 3] 中 研究 了 所 列举 的 变 分 问题 . 

最 后 , 我 们 特别 注意 (4.248) 的 一 个 重要 特殊 情形 , 这 就 是 方程 组 (4.89) 的 周期 
解 存在 性 问题 . 假设 (4.89) 的 右 端 对 + 是 以 工 为 周期 ( 非 自治 方程 组 ) . 不 失 一 般 
Е, 我 们 不 妨 令 了 = 1. 那么 所 要 找 的 解 的 周期 性 条 件 为 z(0,p) = z(1, р), 这 是 条 件 
(4.248) 的 特殊 情形 . 假设 方程 F(z,y,t) =0 有 根 = (у, 0), 于 是 按照 本 段 开始 所 
说 的 办 法 进行 求解 即 得 


(20(0) + П02(0)) + HA(2(0) + IH1z(0)) +... 


= (20(1) + Qoz(0)) + и(21 (1) + @12(0)) +-.-, (4.255) 
уо + шу + = (1) + и (1) +... (4.256) 
由 (4.256) 的 零 次 近似 即 得 
yo = 90(1). (4.257) 
因为 从 (4.124) 有 7,(0) = зо, 所 以 由 (4.257) 即 见 退化 方程 组 中 у 分 量 的 周期 性 条 
件 为 
90(0) = 90(1). (4.258) 
这 个 条 件 在 对 所 论 问题 的 各 种 研究 中 都 遇 到 过 (例如 , 参看 Д. А. 阿 纳 索 夫 (Д. А. 
Аносов) 的 文章 [1], Л. 9 (Л. Флзтто) 和 Н. М Ж (Н. Левинсон) 的 文章 
[601]@9 等 等 ), 不 过 值得 我 们 注意 的 是 无 论 这 些 研究 工作 中 的 哪 一 个 , 都 不 曾 把 周期 解 
问题 看 成 边 值 问题 的 特殊 情形 . 


中 有 即 文章 Flatto L. and Levinson №. Periodic solution of singular perturbed systems[J]. J. Rat 
Math Anal. 1954, 4: 943-950 一 一 译 者 注 . 
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考虑 到 从 (4.258) 有 20(0) = 20(1), 于 是 由 (4.255) 即 得 
По2(0) = @oz(0); (4.259) 


而 Hoz 和 Qoz 是 由 方程 组 ( 见 (4.125)) 
= Е(ф(у,0) + IIoz, уо, 0), т = тә = 2, (4.260) 
29 = Р(6(90(1),1) + @02,90(1),1), т=п = — (4.261) 


所 确定 . 由 于 FF 对 t ЦТ = 1 为 周期 的 周期 性 , 以 及 由 于 (4.257), 因此 方程 组 
(4.260) 与 (4.261) 是 一 样 的 , 所 不 同 的 只 是 在 (4.260) 中 的 т 是 从 0 变 到 со, 而 在 
(4.261) 中 的 7 是 从 -oo 变 到 0. 条件 (4.259) 意味 着 Ioz 是 Qoz МЕЖ. 由 于 
Qoz( 一 00) = 0, 而 Hoz(oo) = 0, 所 以 Hoz 和 Qoz 只 有 在 下 述 情况 下 才 可 能 不 为 零 , 
即 方程 组 92 = F(z,yo,0) 在 相 空间 中 有 从 p(yo,0) 出 发 有 通过 这 一 点 ( 回 线 ) 的 闭 
轨 线 . 若 抛 开 这 种 特殊 情况 不 说 , 我 们 可 得 


По = 902 = 0. (4.262) 
其 次 从 (4.256) 即 得 
1 = 91 (1); ` (4.263) 
此 外 有 (М, (3.123)) _ 
91 (0) = + ] Hof (7)dr. (4.264) 


但 是 由 (4.262) 有 IIof(7) = 0, 因此 从 (4.263), (4.264) 即 得 (0) = 页 (1). 
正如 本 有 段 开始 时 所 说 , 方程 Bo = 0 关于 уо, Hoz(0) 的 个 分 量 和 Qoz(0) 的 
(MM 一 上 ) 个 分 量 的 可 解 性 , 以 及 对 应 的 行列 式 不 为 零 , 这 就 足以 保证 方程 组 Re = 0 
关于 уь, Пь2(0) 和 Qkz(0) 对 应 分 量 的 可 解 性 . 在 所 论 方程 的 周期 解 问题 中 , 关于 yo 
和 у 是 分 开 的 ( 见 (4.257) 和 (4.263)), 因此 对 于 任意 的 у, 也 是 这 样 . 不 难 直接 验 
ВЕ, 由 (4.257) 关于 у 的 可 解 性 , 以 及 其 对 应 的 行列 式 
Р(90(1, yo) — уо) 
а #0, (4.265) 
就 足以 保证 (4.263) 对 у: 的 可 解 性 ; 换 句 话说, 可 以 证 明 у, (2) 的 周期 性 条 件 与 条 件 
(4.265) 一 起 就 足以 保证 周期 解 у, (0) 的 存在 性 (在 许多 有 关 周 期 解 的 工作 中 , 也 利用 
条 件 (4.265), 但 通常 是 利用 其 他 的 等 价 形式 ) . 
研究 了 渐 近 展开 式 中 后 面 的 一 些 项 之 后 ， 不 难得 到 对 所 有 的 Е 都 有 Ikz = 
Окт = 0, 例如 对 于 上 = 1, Пу 和 Оу 成 为 零 就 是 (4.262) 的 直接 结果 . 至 于 
Iaz 和 Олл, 由 (4.262) 即 知 , 它们 都 满足 同一 个 常 系数 方程 组 


ап; г 
TE = Falplyo, Омь, Oz, т>0, 
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212 = Е, (р(уо, 0), уо,0)6@12, т< 0; 

由 此 方程 组 和 类 似 于 (4.259) 的 条 件 Hiz(0) = Qiz(0)， 以 及 条 件 Hiz(oo) = 0, 
Qiz(-co) = 0 即 得 Tiz = 012 = 0， 对 其 余 的 大 可 类 似 地 证 明 ， 至 于 F(t), 则 
所 有 9, (#) 都 应 当 满 足 周期 性 条 件 у, (0) = (1), 而 这 个 条 件 可 以 得 到 满足 , 正如 对 
于 上 = 1 那样 也 是 由 于 条 件 (4.265). 作为 у (0) 的 周期 性 结果 可 得 z(t) 的 周期 性 . 

这 样 一 来 , 边界 层 项 的 出 现 就 成 为 周期 解 问题 特有 的 奇异 性 ,其 解 的 渐 近 展开 
也 是 系数 依赖 于 t 的 р КН. 

当 方程 组 (4.89) 为 自治 的 情形 时 , 亦 即 其 右 端 不 显 含 t, 我 们 就 不 再 详细 讨论 . 
我 们 只 注意 到 这 时 周期 т 预先 是 不 知道 的 , 因此 也 应 当 把 工作 为 的 展开 式 . 于 是 
我 们 碰 到 一 个 在 边界 条 件 中 含有 未 知 参 数 的 问题 ( 见 813 第 3 В). 对 于 稳定 的 情 
形 , 有 关 这 方面 的 工作 可 参看 [16]. 


815. 含有 内 部 边界 层 的 边 值 问题 


1. 引 论 直到 目前 为 止 , 我 们 已 经 讨论 了 构造 奇 摄 动 边 值 问题 的 解 当 р О 
的 极限 向 量 函数 , 而 且 在 进行 渐 近 构造 时 , 一 般 只 考虑 方程 Flzy ОЕ 
条 件 的 一 个 根 > = (у, В). 

但 是 当 构造 极限 向 量 函 数 时 可 能 遇 到 必须 不 只 利用 方程 Рени, = 0 的 一 个 
根 , 亦 即 需要 利用 它 的 几 个 不 同 的 根 z = (0. 这 时 在 区 间 [0, 1] 的 内 部 出 现 了 这 
样 的 一 种 狗 宅 区 域 , 在 此 区 域 中 所 论 边 什 问 题 的 解 从 一 个 要 $ АННЫ 


转移 到 另 一 个 根 © 的 退化 解 邻 域 (我 们 简单 地 称 它 为 从 根 9 到 根 Ф 的 转移 ), 亦 


即 出 现 所 谓 的 内 部 边界 层 现象 . 本 节 就 是 讨论 这 种 情况 的 . 
2. 从 左 稳定 根 到 右 稳定 根 的 转移 只 ”我们 首先 考虑 如 下 典型 的 情况 (z ЖП у 均 


为 数值 函数 ) : р 
dy 


и = (2,3,0), Bs 04241 (4.266) 
у(0, 4) = 0, на и) = 0. (4.267) 
假设 方程 F(z,y,t) = 0 有 两 个 根 z = 2 (у у, 8), += 1,2; 对 应 于 这 两 个 根 的 退化 


方程 组 为 


9 
ую бо 
dy 9 90 (9.0) i= 1,2. 


令 时 (为 i 二 1 时 满足 (4.267) 第 一 个 条 件 的 退化 解 , 即 罗 (0) = 0; 而 时 (0) 
; = 2 时 满足 (4.267) 第 二 个 条 件 的 退化 解 , 即 2 (1) = 0 假设 曲线 y = 多 (0 和 
在 工作 [61,14] 中 研究 过 这 样 的 转移 . 
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у -9 (0) 在 某 点 to 相交 , 而 且 0 < to < 1; 又 设 


( 多 OA у (0),0) >0, Fz( $ ( 9 (2), 2), 9 (2), 8) <0, (4.268) 


а О (0), 根 0,0) 是 左 稳定 的 , 而 沿 着 了 (0), 根 多 (yb 是 右 稳定 的 
以 了 记 如 下 的 折线 : 


|: (0, Чо<Е<Ьь, 
y(t) = (4.269) 


Е2( 9 


(2) 
я (0), Чю<Е<ь 
由 此 不 难 相信 有 如 下 推断 : 方程 组 (4.266) 存在 着 其 变量 у 以 折线 (4.269) 为 极限 的 
解 , 而 且 这 个 解 近似 地 满足 条 件 (4.267). 实际 上 , 我 们 来 考虑 (4.266) 1 += 加 满足 
初始 条 件 
y(to, и) 一 у, z(to, и) 一 20, ` | (4.270) 


的 初 值 问题 , 这 里 如 为 已 知 即 为 号 (to) -9 (to) №2 为 区 间 ($ (у, 6), 


$ (to) ) 中 的 任 一 数 ， 假 设 在 这 个 区 间 中 不 再 有 附加 方程 组 坚 一 Р.В) 
的 任何 其 他 奇 点 , 那么 由 87 即 知 , 问题 (4.266), (4.270) 解 的 分 量 у, и) 4 и» ов 
从 加 向 左 是 以 只 (0) 为 极限 , 而 从 如 向 右 是 以 叶 ( 为 极限 . 因为 了) 满足 (4.267)， 
所 以 y(t, и) 当 р 充分 小 时 在 点 в = 0 和 z= 1 将 接近 于 零 . 因此 , 我 们 就 得 到 边 值 
问题 (4.266), (4.267) 的 近似 解 . 这 时 20 在 很 大 程度 上 是 任意 的 . 根据 这 些 设想 , 我 
们 自然 希望 能 够 找到 初 值 问题 (4.266), (4.270) 精确 地 满足 条 件 (4.267) 的 解 , 下 面 
就 比 (4.266), (4.267) 更 为 一 般 的 情形 所 进行 的 论证 证 实 了 我 们 上 面 的 设想 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 所 论 问 题 的 边界 层 不 在 区 间 [0, 1] 的 端点 附近 , 而 是 在 
这 个 区 间 某 个 内 点 如 的 邻 域 , 这 就 是 所 论 问题 所 特有 的 奇异 性 , 所 以 这 种 边界 层 又 
称 为 内 部 边界 层 . 

值得 注意 的 是 对 于 问题 (4.266), (4.267), 一 般 来 说 并 不 存在 像 813 中 所 描述 那 
种 类 型 的 解 . 实际 上 这 时 方程 组 (4.16) 变 成 yo = 0, (1, и) = 0; 显然 其 中 并 不 含 
有 20, 因此 我 们 得 到 了 只 含有 一 个 未 知 量 yo 的 两 个 方程 , 而 这 两 个 方程 可 以 是 不 相 
容 的 , 亦 即 yo = 0 可 以 不 满足 另 一 个 方程 . 

我 们 现在 转 到 对 更 一 般 形式 的 方程 组 进行 系统 地 研究 存在 内 部 层 解 的 问题 , 而 
关于 (4.266) 的 结果 可 以 作为 这 种 情形 的 特例 推出 . . 

我 们 考虑 方程 组 (向 量 z 和 у 暂时 还 是 任意 维 数 M 和 т) : 


dz dy 
— 一 Е 一 一 = М < < , . 
pi = Pt) = К, 9; 0<#<1 (4.271) 
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及 边界 条 件 

ХЕ (М+т) 维 向 量 函 数 . 这 也 是 在 813 中 考虑 过 的 问题 , 但 在 此 将 对 它 构造 
具有 另外 渐 近 性 质 、 即 具有 内 部 层 的 解 . 在 讨论 过 程 中 必须 对 (4.271) 右 端 加 上 适当 
的 条 件 , 我 们 将 像 前 面 那样 对 所 加 条 件 编 上 号 码 1 П, . 


ТЕЛА Р(2 уу) = 0 有 两 组 根 2 = (0,2) Ж 2 -9 (y,t), 其 中 每 一 组 
都 在 自 变量 空间 (y,t) 中 有 一 个 相应 的 定义 域 别 ,; 二 1,2. 

我 们 将 仿照 513 的 办 法 研究 问题 (4.271), (4.272)， 首 先 , 将 (4.271) 的 某 个 辅 
助 定 解 问题 解 的 渐 近 表达 式 代 和 人 (4.272). 根据 所 设想 解 的 类 型 , 我 们 考虑 这 个 辅助 
定 解 问题 为 在 区 间 [0, 1] 某 个 内 点 to (暂时 未 知 ) 的 初 值 问 题 (在 513 中 初始 点 为 
t= 0), 


z(to, р) = то + рар +5 Брка +5, (4.273) 
这 里 的 хь 暂时 为 未 知 参数 . 
我 们 将 求 初 值 问题 (4.271), (4.273) 具有 如 下 形式 的 渐 近 解 ( 见 89) : 
(1) (1) 
z(t pH) =2 (Би) 9 (т, и), ЧОо<Е<Ьь, (4.274) 
z(t, и) -9 (ё, и)+ Я т(т, и), to <2<1. (4.275) 


根据 811 中 第 2 段 的 记号 , 其 中 符号 9 表示 在 区 间 0 < t < to 右 端 点 附近 的 边界 层 
项 , 而 П 表示 在 区 间 to < t < 1 左 端点 附近 的 边界 层 项 , т = 9. 当 在 区 间 [0, 如 ] 


上 进行 渐 近 构造 时 , 我 们 利用 根 $ (о, 6), 而 在 [to, 1] 上 利用 根 9 (ид. 
关于 20 (0) 的 方程 和 初始 条 件 为 


= 
К 


у, @ (9 о О 


е7 = Р(2 0,0,0), 20=Фо (90,0), = 1,2, (4.276) 
0 (2) 
yo (№) =%, Яо (№) = 00; (4.277) 


我 们 假设 这 两 组 初 值 问题 在 它们 相应 的 区 间 上 当 уо, о 在 其 某 个 变化 区 域 中 任意 取 
值 时 都 有 解 . 

为 了 确定 yo 和 to, 我 们 利用 条 件 (4.272). 将 展开 式 (4.274), (4.275) 代入 (4.272) 
即 得 


@ (1) (2) (2) 
(То (0) +. 5, (0) +.-., Фо (+ т: (1)+.--) = В+ ИВ, +... =0 (4.278) 
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(在 点 上 = 0 ЖЕ = 1 处 , 边界 层 项 都 是 指数 式 趋 于 零 的 小 量 , 因此 我 们 将 其 略 去 ) . 
由 (4.278) 的 零 次 近似 即 得 


Во= В С (0), Е 1) = 0. (4.279) 


在 这 个 方程 组 中 , 未 知 量 为 w 和 加, З 2, (t) 和 о 0 (0 ФО 
赖 于 作为 初 值 点 的 yo 和 к, 于 是 由 (М + т) 个 方程 式 组 成 的 (4.279) 有 (ш+1) 个 
未 知 量 yo 和 to; 所 以 方程 组 (4.279) 一 般 来 说 是 超 定 的 , 为 了 使 得 这 个 方程 组 可 解 ， 
我 们 假设 : 


ТІ 假设 z 为 数值 函数 , 即 М = 1. 
由 于 假设 П, 在 方程 组 (4.279) 中 的 未 知 量 的 个 数 正好 等 于 方程 的 个 数 . 
(2) 


1 
Ш. 假设 方程 组 (4.279) 有 解 yo = 00, to = 10, 08.0 < 00 < 1, (0,8) Е пр, 
此 外 还 设 对 应 的 函数 行列 式 


D(Ro) 
Р(уо, ёо) итэ 


= ДО 30. (4.280) 


确定 了 6, 0 之后, 我们 就 完全 确定 了 展开 式 (4.274), (4.275) НЧИ Ф, (0). 


{1) 1 
ГУ. 假设 当 0 < tg 如 时 有 (yo (0,9 0, 而 当 10 <ЕЗТНЯ 
(2) (2) | 
(Яо (0), t) ер. 


у. 假设 и 
|" (Po (9,9, 000,0 >0, о<<й, 
(4.281) 
(2) (2) (2) 
Е»(Ф (Yo (2), 0), yo (t),t) < 0, 0 << 1 
(参看 (4.268)). 
我 们 现在 转 到 边界 层 项 办 oz(7), 90 z(7) 的 讨论 . 像 通常 那样 有 
(1) (2) 
Qo у(т) = Поу(т) = 0; (4.282) 
而 90 от) 和 о z(7) 满足 如 下 方程 和 初始 条 件 : 
d Ooz @ о, ® 0 +0 | #0 
= Е(Ф (yo,to)+ Фо 2, Yo, 0), T= <0, (4.283) 


(1) (1) 
Чо 2(0) = 20— Ф (09,40); 
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(2) 
dioz ор @ Бр 2-0 
47 = Е(Ф (уо, ѓа) + Поз, у, ё), т = (4.284) 


(2) (2) — 
По 2(0) = 20- $ (05,0). 


如 果 在 (4289) ЗНН з = 多 ыр, 9, (т), ИЕ (4.284) 中 进行 变 
量 替换 2-9 (0.0) ® =) 那么 对 于 这 两 种 情况 都 得 到 同一 方程 组 和 同一 初始 
条 件 : 


dz 
ат 一 Р(2, У #9), (4.285) 


2(0) = 20; (4.286) 
这 是 关于 点 (y9, ©) 的 附加 方程 组 ( 见 (2.23)). 在 此 我 们 认为 好 和 妈 已 经 确定 , 而 
20 暂时 还 不 知道 . 

像 通 常 那样 , 我 们 还 要 求 0, я о 2(т) 满足 条 件 : 当 r оо 时 有 
9 2(т) 一 0, 而 当 т 一 оо 时 有 о 2(т) 一 0. ЖЕ 20) 来 说 , 这 就 意味 着 当 
т 一 一 00 В}, (т) 9 (00, 0), Ши т 一 оо В, (т) 9 (у, 19). 由 此 即 可 得 出 ， 

应 当 属于 当 7 -co 时 以 (40, 10) 为 渐 近 稳定 奇 点 的 影响 域 , 同样 za 也 应 当 
дз т > оо 时 以 Ф (00, 10) 为 渐 近 稳定 奇 点 的 影响 域 . 关于 方程 组 (4.285) 当 
r соо ВНИИ Ф (00, 10) 为 渐 近 稳定 奇 点 、 而 当 + — оо 时 以 (00, 60) 为 渐 近 稳 
定 奇 点 的 结论 , 都 是 直接 由 条 件 V 推 出 来 的 . 由 于 2 为 数值 函数 , 所 以 上 述 条 件 可 以 
更 简单 地 说 成 : wo 应 位 于 区 间 ($ (00, 60), (90, 9)) 之 中 ( 见 87 855 В). 

为 了 决定 如 ,需要 研究 项 去; (t), 它 满足 下 列 方程 组 和 初始 条 件 : 


ах (9 Ф @ (9) 
О Е,() 2.+Е,(0) У, 


И (4.287) 
2. 27, ОФ +7, (09 93; 
(1) 90 (1) 
У, (9) = + / Qo (т), (4.288) 
(2) оо 
0, (9) = + [ To (дак, (4.289) 


А (#) 了 (2) ($) (#) 
其 中 Р, =. (0, 9 0,0, МР, (0), 7, (0), 7, О 有 类 似 的 意义 . 由 此 即 
可 确定 9, О ЖФ, (0). 并 且 显然 它们 是 通过 条 件 (4.288), (4.289) 而 依赖 于 未 知 参 
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Жи 和 依赖 于 含 在 0, лт) 5 йо о) 中 的 未 知 参数 0; 为 了 从 (4.278) 决定 这 些 
参数 , 我 们 有 方程 组 Ri = 0, 或 者 详细 些 写成 
(1) (2) 
В т. (0) + А9 £1(1)=0 (4.290) 


(记号 АО 和 КО 与 在 513 中 所 用 的 类 似 ) . 因为 从 (4.287) ~ (4.289) 知道 РД (0) 是 
уі 和 zo 的 函数 , 所 以 (4.290) 是 关于 (т +1) АЖАТ у, го 的 (т 1) 个 方程 组 . 


1 
УІ 假设 (4.290) 有 解 и = 070, 20 = 而 且 友 是 位 于 区 间 (Ф (09, 20), 


(2) , 
Р (06, 8)) 之 中 . 


下 面 我 们 来 比较 方程 组 Ro = 0 关于 变量 уо, to 的 函数 行列 式 与 方程 组 Ra = 0 
关于 变量 у, д 的 函数 行列 式 ， 首先 有 (与 814 ЖА, 这 里 我 们 用 第 二 个 下 标 表示 


Ro,yo 和 Ву, у, 的 分 量 号 码 ) 


ЭВ OFoi ORo1 
дуо1 дуот 9 
ORo2 ORo2 ORoz 
д уот, ot 
9(Во) _ 901 yo 0 | (4.291) 
9(уо, to) 
Эт: Olomt! Olomt! 
Oyo1 Oyom Oto 
ORi1 ORi1 OR11 
Oy11 Oyim Ozo 
д От дг 
(Е!) _ 11 1 0 (4.292) 
Э(ул, 20) 
ORimti1  ОВьта Вт 
ду! дут Ozo 


其 中 每 个 偏 导数 都 要 进行 复合 函数 求 导 , 亦 即 . 


ORo; 
дуд 


上 Ш 2 
дв; _ ОВ; 91. (0) 0 91s (to) 


дуц 


BRo; ЭФ (0) 99, @ 
Но; 0 Ток (0) д Уо, (№), ОН; д то (1) 9 Ув» (№0) (4293) 


(1) (1) 
д ток (0) д Ух, (to 


75 0) 
д 21. (0)9 71, (8) 


дуо 


дуц 


(2) (2) 
д ток (1) д Яо, (№) 


(2) @ 2 
OR1; 0 zi1x (1)0 1, (to) 
(2) @ 

2 21. (Пду,, (#0) 


(2) (2) 
ORo;} д ток (1) д 9х. (to) 


‚ (4.294 
дуц ( ) 
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g g | 
ORo; _ О; д ток (0) д У, (№) OR 0 20) 9 йы) (4.295) 


Oto (0) (1) ot 
И 9 00006,06) Зы (Wo Vo (0) 


OR _ 一 全 一 д Ы (0) д р (0), дв; 0 Ра (0) 2 у, (#0) 
5% 09,009, 2 9, (99, (8) 
ЕФ ЕЖ з тоннаи, 即 在 (4.293) ~ (4.296) РБЕ К 和 з ЖЖ). 
我 们 来 证 明 , 在 (4.293) 中 当 yo = 5, to = #0 时 (这 时 我 们 用 上 标 0 表示 ) 与 
(4.294) 中 对 应 的 导数 相等 . 首先 从 方程 组 Ri = 0 或 者 (4.290) 就 是 (4.279) 的 变 分 
方程 组 即 得 等 式 


0 0 

ORo; _ 0Ry OFo; OR; . 

(1) | 0) у (2) 6) ’ (4.297) 
0 Т Ок (0) д Ф к (0) д Т ок (1) д ТЕ (1) 


‚ (4.296) 


其 次 ， 如果 把 (4.276) 中 的 第 二 个 方程 写成 Fa 00 = = 0 的 形式 , 则 可 看 出 导 函 


数 20 №; 1,2, 正好 满足 与 (4.287) 的 齐 次 方程 组 完全 一 样 的 线性 齐 次 方程 
д У ов (в) 


组 及 初始 条 件 
9 Dor (0 
Эль 0. = bks, (4.298) 
9 Уо, (ёо) t=to 
Ж б,, 为 Кгопескег 符号 . 另 一 方面 , 由 于 (4.287) 的 线性 性 , 因此 关于 20 1к (8) 
0 y1s (6) 
的 方程 组 也 是 与 (4.287) 的 齐 次 方程 组 一 样 , 且 其 初始 条 件 为 е" 
ә? 0 = bks, (4.299) 
д 9,, (#9) :=6 


亦 即 与 (4.298) — 20. 有 此 即 得 等 式 


(1) 0 (1) (2) 0 (2) 
(2 ты 921, (0) (° ты _ Эта (1) (4.300) 
(1) @) у (2) 7 6) у у 

д Ув» (№) 991. (8) д Уо, (№) ду, (6) 


最 后 , 由 (4.277), (4.288), (4.289), 显然 有 导数 等 式 


(i) 0 (2) 
( Yos =) _ дул, (6) _ бы. (4.301) 


дуо дуц 
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总 之 , 当 (4.293) 中 的 yo = 00, to = 8 时 , 它 与 (4.294) 完全 一 样 . | 
为 了 把 (4.296) 与 当 уо = 00, to = #9 ВМ (4.295) 进行 比较 ， 我 们 还 必须 比较 


(9 У оз ыу 与 д 20.00 Е , 我们 有 


Oto 
(5) 0 
д 70, (Ё (2) 
( та 2) = —fs(¥ (00,66), 00, 4). (4.302) 


9] 
为 了 计算 22.00, 我 们 利用 (4.285) 将 (4.288) 和 (4.289) 中 积分 项 的 积分 变量 变 
Ж 2: 


(1) 
7% 0) РЫ ур) — СФ 06,818.) 
па - | Го, 10) — ОР (00,20), yo, #0) р 4.303 
[ Ооё = || ЕВ (4.303) 


] “时 а" = / боф Ф 
0 


20 Е (2, 05,19) 
由 此 即 得 Й Й 
am 一 ч.1) 人 
此 式 与 (4.302) 并 不 相同 , 但 它 可 分 成 两 项 相 加 ; 其 中 第 二 项 , 即 — Т 它 
与 i 无 关 . 当 把 (4.304) ЖЛ (4.296) 时 , 这 个 第 二 项 就 给 出 
四 @) 
-( дв; Ә 21, (0) _ ӘР; а аа (4.305) 
0 40ү * “ 
ө, (099,068) Эд, 8) 090000) 


因而 由 (4.301) 即 知 (4.294) 可 以 写成 


(1) (2) 
SR _ Ву д 1. (0) 28: ота. (4.306) 
и 


0) 2 7 
д тик (0) У ц (10) Эк (109 ей (#8) 


将 (4.305) 和 (4.306) 分 别 代替 (4.292) 中 的 о, 和 ны ,于 是 即 得 一 个 最 后 一 
列 为 前 面 各 列 线性 组 合 的 行列 式 , 亦 即 此 行列 式 等 于 零 因 跑 当 计算 (4.292) 的 值 时 ， 
只 须 利用 (4.304) 的 第 一 项 , 即 


9) 
Ў. (Ф (08, #8), 06,8). (4.307) 
Е(20, 90, #9) 
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而 这 与 (4.302) 的 差别 只 在 于 因子 


~ Р(а т 19). 
不 同 的 也 是 这 同一 个 因子 。 = pip 
总 之 , 方程 组 Р, = 0 关于 и, го 的 函数 行列 式 С) др 0 处 的 值 


Р(у, ғо) 
与 Ag (А, (4.280) 之 间 的 差别 只 在 于 因子 (230,100), 而 且 由 于 条 件 VI 即 知 
20， 0; “0 


Ро) о (8 位 于 方程 Ри, 4) = о И ор) 与 $ о 之 


间 ) . 由 此 得 出 А м Е 0, 20 处 不 为 夫 


注 可 以 证 明 , 对 于 特殊 情形 (4.266), (4.267), 条 件 VI 成 为 多 余 的 , 因为 它 可 直接 由 条 件 
II 推出 . 


ВИПАЛУ, (214), (4279). Вет 38 之 后 ， 可 以 认为 完全 构造 了 
207), 以 及 边界 层 项 号 。z(r) 和 Во (т). 因此 在 (4.274) 和 (4.275) 中 所 有 零 次 近似 
项 都 构造 出 来 了 , 由 于 У 已 经 求 出 , 因此 项 ©, (0, i = 1,2, 也 可 以 认为 已 经 构造 
出 来 了 . 

ШЕ 0, т) Я 0, 50) 含有 未 知 参数 а. ТЕ, 我 们 考虑 关 
于 9, (0), = 1,2, 的 方程 组 , 并 将 这 个 解 代入 方程 组 R。 — 0, 因为 在 此 解 中 含 
有 多 和 二 ， 对 于 任意 的 ,同样 应 用 类 似 的 方法 从 方程 组 Ву: = 0 确定 д 和 
Ai 大 = 1,2,.…. 其 中 应 代入 定 解 问题 


а, ® Я @ 


所 以 整个 行列 式 (4.292) 与 (4.291) 


Е Y k+l . 
о =Ри+, о = ўр (4.308) 
“о -~ (1) 
Уа (0) = увы + / Ч Ат), (4.309) 
(2) 0 > (2). 
7 һул (40) = Ук+1 + | О П» Fr)dr， (4.310) 
0 


的 解 Фа (0,2—1,2 (ЖЫ (4.287) 不 同 的 仅 在 已 知 的 非 齐 次 项 ) ， 
不 难 相信 ， 方程 组 Пк = 0, Е = 1,2, ” 是 关于 Ук+1, Zk 的 线性 方程 组 ， 其 系 


数 行列 式 与 
РЕ! 


Би, 20) уо==00,{о:=20 31 =00,20=20 


完全 一 样 . 这 可 以 利用 类 似 于 上 面 比较 (4.291) 与 (4.292) 时 的 过 程 进行 论证 , 其 中 
有 点 不 同 的 是 确定 (4.309), (4.310) 中 积分 项 对 zx 的 依赖 性 . 例如 我 们 来 考虑 积分 


万” о, Jr)dr. в 0, (т) ( 见 展开 式 (3. 29) 并 注意 到 在 $11 第 2 ВЕРЮ) 
1 1 
ВО, z(7) 和 0, y(7) 的 线性 表达 式 0,6) 9, т), 0) Әит) 与 依 
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赖 于 边界 函数 О, х(т), і 一 0， 1, 7 ;大 一 1, 的 项 之 和 . 因为 0, у(т) 一 一 Фа 


т 


‚дат, 亦 即 9, убт) 也 是 由 下 标 小 于 号 码 Е 的 边界 函数 所 表示 , 因此 外，f(7) 对 
zi 的 依赖 性 只 限 在 上 面 写 出 的 项 /. (2.0.10) О, z(7). 我 们 考虑 积分 


加 
[ (0,0) ©, z(7)dr. (4.311) 


其 中 函数 О, от) 满足 线性 方程 组 (见方 程 组 (3.82) 并 注意 到 在 §11 第 2 段 中 的 讨 
论 ) 
(1) 
а 40,2 & 
а 


其 中 Gi(7) 依赖 于 下 标号 码 小 于 大 АО 9, ус) 以 及 初始 条 件 ( 见 (3.80)) 


= 2. (2, 0,0) 0, z+ Gx(7), т<0. (4.312) 


(2) а) 
©, 2(0) = 2к— 2 к (№), 


这 里 0, (to) ЈАВИТЕ НН. НИВ, 0), 20) 对 2 的 依赖 性 是 通过 在 
方程 组 (4.312) 解 中 的 如 下 形式 部 分 


. 
А = ( / ғал, ав), 
0 


来 实现 的 , 利用 (4.285), 可 将 上 式 写 成 如 下 形式 


т ~ 5 F(Z, 0 t 9) 
0 +0 24 0 
Zk ехр (/ Е, (2, фа) = Zk ехр (/, Ей т 0) аа) 


= zx ехр(ш Е(2, 00,10) — шЕ(20, 0, 0)) (4.313) 
„ РЕ, 50,0) 
к Р(20, 00,10). 
(1) А 
利用 (4.313) 代替 (4.311) 中 的 Q; 2(т) 即 得 
四 а) о 0 
五 (2， 90.9) |. 26 ¥ (00,0) 
F(z8, 0,8)” ЕСТ 29 


„$ (00,49), 05,0) — 1(20, 0,0) 
Е(20, 0,8) | 


由 此 即 见 (4.309) 中 的 积分 项 是 zx 的 线性 函数 , 其 系数 与 表达 式 (4.304) Чё = 工时 
完全 一 样 . 类 似 的 结论 对 (4.310) 和 (4.304) 当 і = 2 时 也 成 立 . 


一 ce 
4 ] 1.(2,0,1) 1.2.0, )аЕ 
0 
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总 之 , УЕ Вы = 0 关于 yk+1, 的 可 解 性 从 前 面 的 条 件 即 可 推出 , 因为 它 
的 系数 行列 式 与 A 只 相差 一 个 非 本 质 的 因 于 ( - рота), 而 Ag 由 (4.280) 知 
道 不 等 于 零 . 至 此 可 以 认为 已 完成 了 对 形式 级 数 (4.274), (4.275) 的 构造 . 

我 们 用 %, 全 站 ,= 1,2, 表示 级 数 (4.274), (4.275) 的 部 分 和 , 并 令 


(1) 
Xn (6н), 40 << 8, 


(2) 、 
Х. (н), МЮ <Е<1. 


我 们 引进 由 三 条 曲线 段 组 成 的 曲线 Lo 如 下 : 


(1) (1) 
Гол = { (2,5,#): 2= 20 (0), у = 90 (1, 0<1<8}, 
Го = { (2,3, Ф): z = 2(т), 00<T< 00; у= %,t= 0}, 


Xn(t, и) = 


Los = { (в: z=20 (0), у=9 ©, 8 < <1}, 
并 把 对 (4.271) 右 端 和 (4.272) 的 函数 В 的 光滑 性 条 件 与 条 件 I ~ VI 联合 起 来 . 
УП. 假设 函数 Р(л, у, 和 Гу) Е Lo 的 某 个 5- 管 中 有 直到 包括 (п+2) 


阶 在 内 的 连续 偏 导 数 ， 而 (20,0), 20. и) № (Фо 00,00,80), 20 (1,0,0) 的 年 
域 中 也 有 直到 包括 (п+2) 阶 在 内 的 连续 偏 导 数 . 


定理 4.3 当 满 足 条 件 I ~ УПИ, 存在 常数 ро > 0, бо 和 c > 0, 使 得 当 0 < 
р < ро 时 , 在 曲线 Lo 的 6- 管 中 存在 问题 (4.271), (4.272) 的 唯一 解 Хи), 且 对 
0<#<1 满足 不 等 式 
х (#, в) – Xn(b н) < ср". (4.314) 
注 1. 如 果 只 考虑 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 那么 在 条 件 УП 中 只 需 假设 m” = 0. 
2. 由 (4.314) 得 出 , 解 的 у 分 量 的 极限 曲线 是 由 两 段 折 线 组 成 的 : 


(1) 


(2) 
90 (#), 4 © <ЕЗЬ 


而 Z(t, и) 的 极限 函数 在 点 0 处 有 第 一 类 型 的 间断 . 

з. 为 了 得 到 所 论 类 型 的 解 , 方程 组 (4.271) 的 第 一 个 方程 右 端 , 关于 z 本 质 上 应 当 是 非 线性 
的 (方程 F(z,y,t) = 0 关于 z 应 当 至 少 有 两 个 根 ) . 

4. 这 里 所 考虑 的 解 与 813 中 所 描述 的 解 可 能 同时 存在 . 

5. 当 把 定理 43 应 用 于 具体 方程 组 时 ， 自 然 会 产生 如 何 从 方程 (г, у, 8) = 0 的 根 中 选取 
多 (y,t) 和 $ (y,t) 的 问题 . 按照 所 考虑 的 构造 , 对 于 这 个 问题 的 回答 , 莫 过 于 直接 验证 条 件 
(4.281). 然而 往往 是 两 个 根 在 (у, 0) 的 同一 个 变化 区 域 D 都 有 意义 , 其 中 对 一 个 根 有 到 (op(y ,四 ， 
у, > 0, 而 对 另 一 个 根 有 下.(p(y,t) ,y,t) < 0 (В ЖД (0,0) 的 某 个 邻 域 就 是 这 种 区 域 ), 那 
么 自然 是 取 第 一 个 根 为 多 (у, 二， 而 第 二 个 根 为 色 (0,0). 


lm Y(t = (0 = | 
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证 明 定理 4.3 的 证 明 可 以 沿 着 513 中 证 明定 理 4.1 的 路 线 进 行 , 把 В 看 成 当 
+ = © 时 初 值 20 的 函数 . 但 是 , 不 同 于 (4.27), 对 A = D(R)/D(zo) 的 渐 近 表示 现 
在 是 从 и 阶 项 开始 的 , 不 过 这 并 不 妨碍 像 在 513 那样 继续 进行 论证 , 只 是 应 当 用 点 
(40+ шуо, 20) 代替 813 中 证 明 解 的 存在 性 时 所 用 的 点 20. о 


练习 ”详细 证 明定 理 4.3. 
最 后 , 我 们 举 一 个 具有 上 述 类 型 解 的 方程 组 例子 : 


dz dy 
— = 1 一 2 — = 2: 一 1 == (0) . 
ш 2, ар у(0,џ) = 0, (1, и) = 0; (4.315) 


这 时 按照 上 述 法 则 所 构造 的 而 () 为 08 = 2) 


6 0145, 
9000) = 1 (4.316) 
2—1, 24 5 <t<1 


将 此 与 精确 解 公 式 (不 难 对 方程 组 (4.315) 进行 求 积 得 到 ) 


Уи) = ра а (4.317) 


比较 , ЖЖЕНИЕ, (4.316) 实际 上 是 (4.317) М и > 0 时 的 极限 函数 , 亦 即 
Ша Ур) = 9000), Щ0<Е< 1. (4.318) 


练习 ”利用 适当 的 计算 , 对 等 式 (4.316) ~ (4.318) 进行 验证 . 


3. 当 存在 两 个 以 上 的 根 时 ， 从 一 个 根 到 另 一 个 右 稳定 性 比较 强 的 根 的 转移 @ 
有 关 条 件 稳 定 根 的 研究 给 出 了 处 理 比 上 一 段 的 描述 更 为 一 般 情 况 的 可 能 性 , 即 在 几 
个 (对 于 一 个 ) 点 出 现 内 部 层 的 问题 . 这 时 解 的 y 分 量 的 极限 函数 是 由 几 段 (多 于 两 
段 ) 曲线 组 成 的 折线 , 而 z 分 量 的 极限 函数 在 对 应 于 折线 у 的 角 点 的 上 值 上 有 第 一 
类 间断 . 
”我 们 下 面 只 就 方程 组 


dz | ау 
д2 _ Ys 0<#< 4. 
и Е(2,у, 1), и = 8 О<Е< 1, (4.319) 


进行 讨论 , 其 中 向 量 z 和 y 均 为 二 维 ; 这 显然 与 两 个 二 阶 方 程式 


Фу ау 
и 一 Е, Y t) 


在 [58] 中 研究 过 这 样 的 转移 . 
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是 等 价 的 . 这 时 的 边界 条 件 为 
(0, и) = 0, 1(1, и) = 0. (4.320) 


Етер, 我 们 将 对 F(z,y,t) 加 上 某 些 条 件 ,它们 将 像 前 面 一 样 编 上 号 码 
І,П,.... 此 外 , 由 于 同上 一 段 情况 的 明显 类 似 , 我 们 将 略 掉 其 中 某 些 细节 . 


I 假设 方程 组 Fag) 二 0 有 三 个 根 z = 8 (0,2), = 1,2,3, 其 中 每 一 个 都 在 变 
量 (y,t) 空间 的 相应 区 域 内 中 有 定义 


由 于 现在 考虑 的 问题 是 上 一 段 所 研究 情况 的 自然 推广 , 因此 , 我 们 先 验 地 假设 у 
的 极限 函数 在 暂时 未 知 的 点 ,tz (0 < 所 < 刀 < 1) 处 有 角 点 (三 段 曲 线 组 成 的 折 
线 ) 亦 即 在 这 两 个 点 出 现 内 部 层 于 是 在 区 间 ,tj Е, 我 们 将 利用 要 Е: 来 构 
造 渐 近 解 , 其 边界 层 出 现 在 右 端点 上 , 从 而 根 9 (y,t) 应 为 左 稳定 的 . 完全 一 样 , 在 区 
间 多 ,1] 上 所 使 用 的 根 $ (у, 0) 应 当 是 右 稳定 的 , 而 在 区 间 [5,6] 上 使 用 根 (у, 0), 
它 的 两 个 端点 都 出 现 边界 层 , 因而 根 多 (y,t) 应 当 是 条 件 稳定 的 . 下面 我 们 将 对 这 
些 条 件 进行 更 确切 地 陈述 . 

像 在 上 一 段 那 样 , 我 们 首先 考虑 (4.319) 的 辅助 定 解 问题 , 其 渐 近 解 将 用 来 代 人 
边界 条 件 (4.320); 而 根据 上 面 对 解 所 假设 的 类 型 , 我 们 利用 在 点 ,to 处 给 出 定 解 条 
件 的 边 值 问题 来 作为 辅助 的 定 解 问题 .例如 , 在 去 处 我 们 给 出 z 的 第 一 个 分 量 及 y 
的 两 个 分 量 , 而 在 tz 处 给 定 的 第 二 个 分 量 (下 标记 分 量 号 码 , 而 上 标 i = 1,2 对 应 
ты) 

y(t и) = 00 + +++... 
Z(t, 1) = 20 + шр + ика +, (4.321) 
22(Н р) = 202 + +: шкаф +, 


其 中 у, = 1,2 均 为 暂时 未 知 的 参数 . 
关于 问题 (4.319), (4.321) 在 区 间 [0, | 上 的 渐 近 解 , 我 们 假设 它 有 如 下 形式 ( 见 
89 和 814) 


(1) 9) 、 
т 折 门 十 人 =(ть и), що<і<А, 
二 (2) 
20) =1 B+ Ш (ти) 9 абд), МА <t< th, (4.322) 
B ,+ (т, р, 4 2 << 1, 


像 前 面 一 样 ， 这 里 П 表示 在 相应 区 间 左 端点 附近 的 边界 项 ，@ 表示 在 右 端点 附近 的 
边界 项 , Шт = (Ё ё), т = (6 б) /р. 
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对 于 ря ( 的 方程 为 


(2) 
ад © ө оо 


20 220, 200 (Яой), = 1,2,3, (4.323) 
由 (4.321) 可 得 定 解 条 件 
@) , 
Яо (#1) = yo, (4.324) 
о) =, (4.325) 


在 此 我 们 加 上 保证 ӯо(0) 在 点 tb 处 连续 的 条 件 


G) (2) 
yo (#1) =Уо (#1). (4.326) 


№ (4.323) 4: = 1,2 的 方程 组 以 及 与 它们 相对 应 的 初始 条 件 (4.324) 和 (4.325) 
раро а, уо, е, 的 函数 的 解 9。(t) (我 们 假设 这 两 个 初 值 问题 对 узлы ЕЁ 
们 的 某 一 变化 区 域 中 的 任意 值 在 其 相应 的 区 间 上 都 有 解 ) 于 是 由 (4.326) 即 可 得 到 
作为 ин, ь 的 函数 的 值 只，(t) 求解 (4.323) 当 i 二 3 时 的 方程 组 及 已 求 出 的 初 
{У dt) 的 初 值 问题 , 即 得 作为 二 克 , 忆 ,如 的 函数 的 解 信 。(b) (我 们 也 假设 这 个 初 
值 问题 有 在 [tz,1] 上 的 解 ) 

为 了 确定 узы, 我 们 利用 条 件 (4.320), 其 零 次 近似 为 


(1) (3) 
Уо (0) =0, Yo (1) = 0. (4.327) 


(4.327) ВЕНИАЛЖН уі, у, б, в 的 四 个 方程 式 , 其 相应 的 函数 行列 式 写 成 分 
块 的 形式 为 


ш. (6) 
д, Ро ©), 9. @)) _ 
0 р(уї,1,) 


(2) (1) 
д7, (0) А д Уо (ё) 
9 (2) ди 


П. 假设 方程 组 (4.327) 关于 и, инь ЯМ, 8 0 < < <1 以 及 行列 
式 Ло #0. | 


确定 了 上 述 参数 之 后 , зоа 9, ©, 亦 即 求 出 了 有 两 个 角 点 的 
折线 轧 (t), 像 在 下 面 将 看 到 的 那样 , 这 条 折线 是 问题 (4.319), (4.320) 的 解 的 y 分 量 
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图 形 的 极限 曲线 . в 
Ус (2), 4 0<+#<4, 
%(#) = ГА (2), Мн <Е< to, (4.328) 
9 (0), 4 2 << 1. 


Ш. 假设 在 t 的 相应 变化 区 间 上 有 ТА (#),#) ЕВ, i = 1,2, 3. 
ТУ. 假设 由 方程 


рек. ($ ТА (6), #), 多 (6), 2) > E2)=0 
所 决定 的 特征 值 (0), k= 1,2, 满足 下 列 条 件 
Re 9), (>06, Re Na (0) > 0, 40<+#<А, 
Re 和 (#) <0, Ве о, (0) > 0, Мн gt < +), (4.329) 


(3) (3) 
Ве А: (0) <0, Ве А2 (0) <0, 4 ё <{<1. 


我 们 注意 到 由 于 z 为 二 维 向 量 , 因此 9, (0) 和 Xa © 是 实 的 而 且 符号 相反 . 
对 于 零 阶 边界 层 函 数 , 像 通常 那样 , 我 们 有 等 式 


(1) (2) (2) (3) 
Qo y(ni) = По y(n) =@о У(12) = По y(72) = 0, 


以 及 方程 а 
1 
а 2 (1) (1) 
9:2 = Е(Ф (уб, й)+ Чо 2,0), n <0, (4.330) 
а 2 2 (2) (2) 
т = РОР (0,4) Пода), 120, (4.331) 
49 (2) (2) 
之 
Be FO (yet)t о 2,6), <0, (4332) 
(3) 
4По2 (9) (3) 
0 一 = F( (02, 02)+ Qo 2,4,0), т > 0, (4.333) 
ато 


其 中 у=, (ts) =, (00). 由 (4.321) 即 得 定 解 条 件 


(1) 1 (Wi 
(Qo z(0))1 = 201 一 Ppl1 (yo,t1), (4.334) 
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(i z(0))1 = #01— 9, (у), (4.335) 
@ 2(0))2 = 282— й, (08, #2), (4.336) 
(@, 2(0))г = 22, 0, (уд, #2). (4.337) 


在 这 些 定 解 条 件 中 还 有 参数 21, 和 22, 是 未 知 的 . 
因为 从 (4.329) 即 知 方程 组 (4.331) Ме о г = 0 是 鞍点 ， 即 条 件 稳定 奇 
点 , ВАА По = (со) = 0 (边界 函数 在 无 穷 远 趋 于 零 是 通常 的 要 求 ) 即 得 初 值 
То =(0) = 21 $ (ид, ы) 应 当 位 于 当 т 一 оо 时 趋 于 鞍点 По = (оо) = 0 的 分 界 轨 
线 上 , 由 此 确定 2 二 分 量 间 的 联系 , 例如 , 22, = Л), 而 20, 本 身 暂 时 仍 不 知道 
(我 们 注意 到 最 后 这 个 关系 式 与 814 的 (4.75) 是 一 样 的 , 只 是 记号 的 使 用 不 同 而 已 ， 
特别 现在 是 用 第 二 个 下 标 表示 分 量 的 号 码 ) 招 这 种 设 要 用 于 方程 组 (4332) 及 条 伯 
(4.336), 同 理 可 得 22, = са. 另 一 方面 , 初 值 9, 2(0) = 24 $ (02,61) М 应 当 属于 
方程 组 (4.330) 的 奇 点 Qo z 二 0 的 影响 域 ; 由 于 (4.329) 即 知 这 个 奇 点 是 当 ту 一 -oo 
时 的 稳定 结 点 或 稳定 焦点 . 如 果 在 (4.330) 中 作 蔡 换 (п) Я (в) 90 z(n), 而 
在 (4.331) НЕЕ (п) = (из) По z(n), 那么 这 两 种 情况 都 得 到 同一 个 关 
于 п) 的 方程 组 (参数 и, 与 的 附加 方程 组 ) 
dz 


Fh) (4.338) 
及 定 解 条 件 200) = 20. НЕД (02, 2) 有 类 似 的 附加 方程 组 和 定 解 条 件 
2 = Р(,0,0), 20) = 22; (4.339) 


显然 上 述 的 两 个 条 件 并 没有 矛盾 , 我 们 叙述 如 下 : 
У. 在 对 应 于 附加 方程 组 (4.338) ЮРЕ Е 应 当 存 在 轨 线 L1, Ёп 一 一 oo 
时 从 结 点 (或 焦点 ) 2-9 (ин) 离开 ,并 在 пло Нл 7-9 (уһ), 而 
х1 应 当 位 于 Е. 此 外 还 设 Р (2,1,1) 沿 Li 保持 符号 不 变 . 
在 对 应 于 附加 方程 组 (4.339) ИВРИТЕ, 应 当 存 在 轨 线 Lz, 它 在 № 一 一 00 
нажа 2-9 (у8,6) 离开 , 并 在 п = oo 时 进入 结 点 (或 焦点 ) 2-9 (0,0), 而 
22 应 当 位 于 Г Е. 此 外 还 设 РЗ, 2,12) 沿 Г 保持 符号 不 变 . 
条 件 У 保证 了 零 阶 边界 函数 在 无 穷 远 的 减 小 , 但 是 这 时 20, 和 22, 暂时 仍 未 确 
定 . ~ . 
我 们 继续 构造 展开 式 (4.322) 后 面 的 项 . 对 于 2, (0) 的 方程 为 


(8) 5) (+) 
dz0 GE Ф ая 
в, (0) Z1 + Fy (t) У, ги 


0) 
=%1, 1=1,2,3, (4.340) 
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这 里 


© ә (t 多 і) (# і 
Р. (0) = FW (Yo (9,9, 000,0), Р, 0) = 00 (9. (0,0, 000,0) 


由 (4.321) 即 得 定 解 条 件 ( 见 (3.120), (3.123)) 


四 ‚ Го’ 
У: (#1) = и + ] Чо 2(т)ат, (4.341) 
0 
(2) 1 оо (2) 
У: (1) = + ] По 2(т)ат. (4.342) 
0 


在 此 我 们 加 上 保证 解 的 у 分 量 的 и 阶 项 在 点 to 处 连续 的 条 件 
多 1 (в) = у 1 (ё) + [ " и 2(т)ат 一 ] и 9, 2(т)ат (4.343) 


(类 似 于 (4. 321), 如 果 以 у? 记 у, и) 对 и 的 每 展开 式 中 и 的 系数 ,那么 由 于 
Я, (>) Г По z(n)dr 和 多， (5) — Г. @。z(r)dr ВАРНА И, 因 
此 它们 彼此 相等, 这 就 是 (4.343), 在 我 们 的 物 造 中 并 不 包含 量 好 ; 由 于 点 二 和 已 是 
平等 的 , 假如 在 条 件 (4.321) 中 代替 y(t1, и) 而 给 定 у, и), 那么 后 面 的 运算 就 只 与 
系数 у? 有 关 ). 

从 (4.340) 当 = 1,2 的 线性 方程 组 以 及 与 它们 相对 应 的 初始 条 件 (4.341) 和 
(4.342), 即 可 求 出 作为 ут, 20, ВНИИ 9, (0), 21,2 (对 22, 的 依赖 性 是 由 于 
(4.341), (4.342) 的 积分 项 含有 га), 于 是 由 (4.343) 即 可 得 到 作为 gj, 及 , 和 22, 的 函 
ЖИН О, (5) 0422, 的 依赖 性 是 由 于 (4.343) 的 积分 项 含有 22 ) 现在 求解 (4.340) 
当 ; = 3 的 线性 方程 组 及 已 求 出 的 初 值 07, (62) 的 初 值 问题 , 即 得 作为 二 只 ,三 ,地 
的 函数 的 解 07, (0). 

为 了 确定 01, 好, z2, 从 (4.320) 可 得 方程 


(1) (3) 
7. (0) = 0, у, (1) =0. (4.344) 


УТ. 假设 方程 组 (4.344) 关于 и, 01,20, ЯМ, 0 В 21,22, 满足 条 件 V. 


这 就 意味 着 所 求 出 的 值 51 是 属于 函数 202 = Л(201) 的 定义 域 ， 因而 利用 求 得 
的 20, 即 可 确定 20, 使 得 坐标 为 (对 ,zj2) 的 点 20 位 于 Lt Е. 对 求 出 的 22, 也 可 
以 作出 类 似 的 说 明 . | 
-确定 了 и, 2, 之后, 我们 即 可 完全 求 出 ©, (0 及 零 阶 边界 函数 ， 对 应 于 
(4.344) 的 函数 行列 式 , 写成 分 块 的 形式 为 
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р(, (0), у, (1)) _ 


А = D(yi, 201, 262) 
59.0) 09.4) 29.0 2 (РО 
я ‘об а 人 Г Фо z(r)dr) 0 
Эу1(#1) 99 1(&1) 0 
99. (1) 9%, (62 97.0) э, 70) 
а ан с Г бон 


АДЕ ). 29) 
(3) (2) (3) 
99,0) д, (в) 9%, (14) Е 
990) а xz ря 2(т)ат) 
0 


ду 


下 面 我 们 来 比较 Д, 与 До; 于 是 像 在 第 2 段 那样 , 可 以 证 明 有 下 列 等 式 成 立 
(2) 
д Уо (#2) = В 


о (3) 
+ По 2(т)ат) 
0 


(2) 

=А д У: (#5) 一 
0) (2) 
ду, (2) дур (й) 


上 
ду, (0) _ д РА (0) _ 
0) a) 
Oy1(t) ду (11) 
(3) (3) 
200 295) = C (4.345) 
д yo (#2) 
0) (2) (2) 
9 у: (ё) — Og1 (в) _ д Фоа) _ 9 yo (#1) = р. 
ди! ди! дуд og 
这 里 4, B,C 为 相应 的 二 阶 方 阵 , 而 Bo 为 2 x 2 为 单位 矩阵 . 此 外 还 有 
аа, а (Г р} а-я 
а 7 Ф (уо, й), 921. [ Qo 2(т)ат | = (ан) з 
(4.346) 


(2) 
д Г” (2) ) ф (02, #1) 一 24 
По z(r)dr ) = 2202-00, 
( 0 190) = уги) 


(3) 
ду: (Ф) 


99, (#2) -_в® ( 1: ) 9 
дһ — yo, 1), 921 
99. (1) с 9 ( 2 + д 9, (#2) 0, 
тии 90,22), ӘБ = 0 (0,12), 
в бево (4.347) 
Bw > (- Г Чо (ат + 1 Е 9 = и ть 27. 
将 (4.345) ~ (4.347) 代入 До 和 Ai 的 表达 式 即 得 
1 . (4.348) 


Al рр 
(2, у, Н)Е2 (20, 58,1) 


因为 从 条 件 У 即 知 Е (20,00,41) Ф 0, Е,(22,у2,) + 0, 而 由 条 件 П 有 Ao Ф 0 所 
以 从 (4.348) ВИЗ Л, 5 0. 


. 134. 第 四 章 边 值 问题 


练习 ”验证 等 式 (4.345) ~ (4.348). 


我 们 继续 构造 展开 式 (4.322). 对 于 任意 К, 二 1,2,…, 代替 (4.344) 我 们 有 关 
于 Ура, ZR2 的 线性 方程 组 


(1) (3) 
Увы (0) =0, Yrt(D)=0. (4.349) 


不 难 证 明 , 这 个 方程 组 的 行列 式 等 于 Al, 亦 即 方程 组 (4.349) 是 唯一 可 解 的 , 这 就 给 
出 构造 bh (0) 及 号 码 为 的 边界 函数 的 可 能 性 

练习 ”证明 方程 组 (4.349) 的 行列 式 等 于 Д). 

至 此 我 们 可 以 认为 构造 展开 式 (4.322) 已 经 完成 了 . 


我 们 用 У, (и), i = 1,2,3 表示 级 数 (4.322) 的 部 分 和 , 并 令 
$, (Ь м), Чо<Е<ь, 
和 的 = 3 ©, (р), Мы <<, 
ка (и), Ч <Е<1. 


我 们 给 出 由 五 条 曲线 段 组 成 的 曲线 Zo 如 下 : 


(1) (1) 
Год = {(2, 9,1): 2=20 (0), у=Уо (0), О<Е<Н}, 
Loz = {(2,у,0): 2 = т), –оо <т< оо; у= WW, =}, 
(2) (2) 
Гоз = {(2,5,0):2= 20 (0), у=Уо (0), <<}, 
Го = {(2,у,0):2= (т), -oo <т< оо; у= 02, #= }, 
(3) (3) 
Los = {(2,5,0):2=20 (0), у= 70 (0), 2 <1<1). 
УП. 假设 函数 Р(2,у,1) 在 曲线 Lo 的 某 个 5- 管 中 有 直到 包括 (п+2) 阶 在 内 的 


连续 偏 导 数 . 
下 面 的 定理 是 正确 的 , 但 在 此 我 们 不 进行 证 明 . 


定理 4.4 当 满 足 条 件 I ~ VII 时 , 存在 常数 jo 0, 5 > 0 和 C > 0, 使 得 当 
О<р< до 时 , 在 曲线 Lo 的 6- 管 中 存在 问题 (4.319), (4.320) 的 唯一 解 ХЕ, и), В. 
对 0<t<1 满足 不 等 式 


| Хр) – Xnlt, и) |< Си". (4.350) 


ЖІ. 如 果 只 考虑 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 那么 在 条 件 УП 中 只 须 取 n = 0. 
2. 由 (4.350) 得 出 , 所 论 解 的 y 分 量 的 极限 曲线 是 由 三 段 组 成 的 折线 (4.328). 
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3. 上 述 类 型 的 构造 也 可 以 对 更 一 般 的 方程 组 进行 , 例如 当 (4.319) 第 二 组 方程 的 右 端 不 等 于 
2, 而 等 于 (2,0,0), АМ у 的 维 数 大 于 2, 这 时 定 解 条 件 不 同 于 (4.320) ЕРУ = 0 ЖЕ=1 
时 不 给 定 у 的 全 部 分 量 . 至 于 z 的 维 数 是 本 质 的 , 它 必 须 为 二 维 , 否则 在 构造 渐 近 解 时 , 像 第 2 
段 那样 会 出 现 超 定 方程 组 . 
4. 在 当 向 量 z 的 维 数 为 М 的 一 般 情 况 下 , 解 也 可 能 存在 , 这 时 作为 y 分 量 的 极限 曲线 是 由 
мі 1 段 曲 线 组 成 的 折线 ; 但 是 为 此 必须 要 求 方程 F(z,y,t)=0 有 M+1 个 根 z = (0,2), = 
‚ М+1, 以 及 定 解 条 件 的 个 数 为 M 十 m; 于 是 按照 给 定 的 定 解 条 件 可 以 像 上 面 讨论 M = 2 
ТИ 2,2, ,tm 的 由 (M 十 1) 段 曲线 组 成 的 折线 у, (2) (Ер (4.328) 的 推 
Г). 而 且 代替 (4.329) 只 要 下 列 条 件 (记号 的 意义 与 (4.329) 相同 ) 


(1) (1) (0) 
Re А: (0) >20, Ве А2 (0) >0,--.,Велм (0) >20, Чо<ЕХЫЬЫ, 


Re Mi (0) <0, Ве, (0) >0,..., вем (0) >0, шакек, 
ке (9 <0, Re 7, <0 ще Ом (0) <0, Мы <<, 
成 立 . 即 可 像 上 面 对 М = 2 时 的 讨论 过 程 那样 进行 后 面 的 论证 . 
作为 本 段 的 结束 , 我 们 介绍 一 个 具有 所 论 类 型 解 的 方程 组 例子 (参看 [16]). 


Фу 1 dy2 


нр = 221 — 22), п = 21(1 — 22), 2-59 9р (4.351) 
у (0) = у2(0) = 0, (1) = (1) = 0. (4.352) 
这 时 退化 方程 组 有 根 
人 和 的 -的 -0 
9, 1). Д о)’ 9, 1/' 
对 应 的 特征 值 均 为 常数 


(1) (2) (3) 
(1) А1 2\ (2) А1 —1\ (3) A 一 2 
入 2 2 入 2 1 入 2 —2 


按照 上 述 办 法 (考虑 到 关于 f 的 注 9) 构造 出 的 折线 (4.328) 为 (8 = 1, = 3) 


t 、 1 1 
>» М 0<< т, —ь 当 0<t< 7 

一 1 tt wl 3 —_ 1 1 3 

901 (2) = 175 Чат 902( = 人 –2, м << (4.353) 
+t 1 3 м З 
5-59 44 << 1; t-l, 当 7 <t<1. 
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容易 求 出 问题 (4.351), (4.352) 的 精确 解 , 利用 精确 解 的 表达 式 可 以 确信 和 解 的 y 分 量 
当 и 一 0 时 趋 于 折线 (4.353), 即 


lim у(ё и) = yolt), Ч 0<1#<1. (4.354) 
н 


练习 ” 找 出 问题 (4.351), (4.352) 的 精确 解 , 并 且 验 证 等 式 (4.353), (4.354). 


4 在 相同 稳定 性 程度 的 根 之 间 的 转移 “在 本 段 将 证 明 , 从 根 О 到 根 $ 的 转移 


现象 不 仅 可 以 发 生 在 $ 所 对 应 的 特征 值 X 有 负 实 部 的 个 数 较 多 的 情况 下 , 而 且 也 
важ © ЖФ 所 对 应 的 特征 值 和: 有 负 实 部 的 个 数 和 有 正 实 部 的 个 数 分 别 都 相等 
的 情况 下 , 亦 即 0 和 名 有 相同 的 稳定 性 程度 


我 们 将 对 与 一 个 二 阶 方程 式 р? = F(z,t) 等 价 的 方程 组 


dz1 


РТУ 一 F(z2,t), д2 = == 21, 0 < t < 1 (4.355) 


dt 


及 边界 条 件 
进行 详细 讨论 . 

为 了 研究 上 述 现象 , 我 们 首先 考虑 从 (4.355) 得 到 的 定常 系统 , 为 此 在 (4.355) 右 
端 令 了 等 于 常数 Т 并 作 变 量 替换 + = ит 


dz dz 
= С — (ло, Т) = F(z2), 元 = (4.357) 


这 是 (4.355) 当 г = Т 时 所 对 应 的 附加 方程 组 ( 见 第 一 章 ) . 设 函 数 (22) 有 三 个 简 
单 零点 zz = yi,i = 1,2,3, ШН і = 1,3 Е,, (р) > ОЦА Е,, (р) < 0 (И 5). 
我 们 引进 相 平面 (z1, 22). 从 (4.357) 消去 т 即 得 

好 


22 
9 = / Е(2)а2 十 C = (22) +С 
Ф2 


图 5 函数 F(zo) 的 图 形 
于 是 有 
= 士 V2VE(z) + С. (4.358) 


§15， 含 有 内 部 边界 层 的 边 值 问题 .137. 


由 此 可 见 , 相 轨 线 族 (4.358) 依赖 于 B(z2) 图 形 的 特性 而 不 同 ; 可 以 将 其 分 成 三 种 情 
况 , 其 中 每 一 种 都 在 图 6 上 画 出 8(z) 的 图 形 及 其 对 应 的 相 轨 线 族 : 


(a) 
广 五 (z)dz > 广 F(z)dz 


фз 


即 在 图 5 中 的 面积 І 大 于 面积 П, в Ф(ф) < $ (фз); 


(b) 
] Flzjdz< ] F(z)dz 


期 面积 工 小 于 面积 П, 或 者 更 (pl) > B(p3); 

(с) 

] “Padaz= ] ® F(z)dz (4.359) 
p1 фз 


即 面积 І 等 于 面积 П, 或 者 Ф(ф,) = $(фз3). 这 时 鞍点 41 和 Аз 用 两 条 分 界线 联接 
起 来 ( 见 图 6 c)), 即 形 成 所 谓 的 胞 腔 . 

我 们 现在 转 到 非 定常 系统 (4.355) 的 讨论 . 

I 假设 函数 F(zz,t) 在 (zz,t) 平面 上 的 某 个 区 域 D 中 有 直到 包括 二 阶 在 内 的 连 
续 偏 导数 . 

п. 假设 方程 Е (22,1) = 0 有 满足 下 列 条 件 的 三 个 根 zz = pi(t),1 = 1,2,3: 

1) о<Е<1Ж ф1 (0 < +20 < 43(0); 

2) ЖЖ {(22,#) : 1 (Н < 22 < ф3(0),0 << ЦС р; 

3) 对 i=1,3 有 

Е (pilt),t) > 0, 40 Sts1, 


F,(p2(t),t) < 0, Ч 0 ХЕХ 1. 


由 条 件 п 即 知 , 对 任 一 确定 的 + & [0,1], Р(2о, 1) 的 图 形 都 是 像 图 5 的 样子 . 这 个 图 
形 可 以 随 着 的 变化 而 有 些 变 形 , 特别 可 能 变动 面积 I 和 II 之 间 的 关系 . 于 是 , 如 果 
对 于 某 个 值 t= 了 时 有 面积 I 和 П 相等 , 亦 即 在 对 应 于 值 t= 了 的 附加 方程 组 的 相 


平面 上 出 现 胞 腔 (情形 B)), 那么 可 以 看 到 问题 (4.355), (4.356) 的 解 从 根 yalt) 到 根 
gi(t) (这 两 个 根 都 是 条 件 稳定 的 X12 (t) = УЕ, 0) 的 转移 现象 . 反 过 来 
说 , 为 了 从 一 个 鞍点 到 另 一 个 鞍点 的 转移 , 它们 之 间 应 当 存 在 着 分 界线 形式 的 “ 桥 ” 
( 见 图 6 с)). 

利用 $14 的 渐 近 公式 可 以 得 出 这 个 结论 , 我 们 证 明 存 在 像 图 7 所 描述 那 种 类 型 
的 解 , 它 具 有 与 图 6 с) 相对 应 的 转 点 了 (我 们 这 样 约定 , 称 使 得 z = ws 且 属 于 
(0,1) 的 t 值 为 转 点 )， 为 此 我 们 采用 下 述 方法 .从 一 个 在 t= 0 和 + = 1 之 间 且 
暂时 还 不 知道 的 值 Т 出 发 , 我 们 利用 514 的 算法 , 在 区 间 (0, т] 上 构造 一 个 满足 条 
{Е =2(0, и) = 0, (Т, и} = pz(T) НМ и 0 时 趋 于 (0, s(t)) 的 方程 组 (4.355) 的 
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图 6 1 是 @(zz) 的 图 形 . 坐标 为 (z1,z2) = (0, рт) 的 点 А 和 坐标 为 (z1, 22) = (0, фз) 的 点 Аз 是 
ЖЕ; 坐标 为 (21,22) = (0, wp2) 的 点 Ао 是 中 心 . 2 是 分 界 轨 线 . 3 是 围绕 中 心 的 闭 轨 线 , АТ 
头 表 示 相 点 随 т 增加 的 运动 方向 . 


解 的 渐 近 表达 式 . 换 名 话说 , 我 们 构造 了 一 个 对 应 于 图 7 上 左 半 部 分 的 渐 近 解 . 由 
ТІП, 在 814 中 所 列举 的 这 个 解 的 所 有 存在 性 条 件 , 暂时 除了 条 件 У 之 外 , 都 满 
足 了 ; 关于 条 件 V ЖЕ ГИЯ ВО. 


@ 对 于 i 二 1,3, 矩阵 Ё о. 的 特征 值 %; оо 和 9), (0) 所 对 应 的 特征 向 量 ©, (0 = 
D2 (#) 
$2 (9 02 (6) 
因此 在 我 们 现在 的 情况 下 , 包含 在 514, У, а) 中 的 条 件 det Bi1(0) 3 0, det B22(0) + 0, 以 及 包含 在 
$14, V,b) 中 的 类 似 条 件 就 归结 为 条 件 人 (0) о, о (0) 0, 0, (т) #0, 622 (Г) #0, ВНЖ 
得 到 满足 . 关于 图 7 的 右 半 部 分 (i = 1) 也 有 同样 说 明 . 因此 下 面 只 须 考虑 有 关 9+ 和 5- 的 条 件 . 


和 РА (0) = 


| 具有 这 样 的 性 质 , 即 对 于 0<t< 1 各 k,j = 1,265 бы (0 #0. 
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图 7 1,2,3 是 zo = ypi(t), i = 1,2,3, 的 图 形 ; Г 是 问题 (4.355), (4.356) 解 的 zz- 分 量 图 形 , Т 是 转 
变 点 . 


我 们 注意 到 由 于 这 时 在 区 间 两 端 给 定 的 是 同一 个 分 量 za КИН, 因此 , 上 述 问题 
并 不 完全 类 似 于 514 所 描述 的 情形 , 但 是 对 于 这 种 情形 , 这 个 理论 仍然 正确 (参看 
814 第 十 一 段 ). 

完全 一 样 地 我 们 在 区 间 [Т, | 上 构造 方程 组 (4.355) 满足 条 件 го (Т, и) = (Т), 
z2(1, 4) = 0 且 当 jp 一 0 ВАТ (0, р1(9) 的 渐 近 解 , 亦 即 对 应 于 图 7 上 右 半 部 分 的 
解 . 由 于 I 和 II, 这 个 解 的 存在 性 条 件 , 暂时 除了 条 件 V 之 外 , 也 都 满足 了 . 

使 得 对 应 于 上 半 部 分 和 下 半 部 分 的 zi 表达 式 在 点 T 处 相等 , 即 得 决定 那个 实 
际 上 就 是 转 点 的 值 Т 的 方程 , 因为 在 了 处 , 对 应 于 左 半 部 分 的 曲线 与 对 应 于 右 半 部 
分 的 曲线 光滑 地 连接 了 (а, 5 022 只 差 因子 р). 我 们 注意 到 7 一 般 来 说 , 是 p 的 
函数 , 因此 应 当 求 它 在 如 下 形式 : Т = ТоТ +... + АТ, +.... Ц 就 由 21 的 
零 次 近似 项 等 式 的 条 件 决定 . 我 们 只 就 零 次 近似 进行 讨论 , 因而 下 面 就 略 掉 То 中 的 
下 标 0 (К = Т). 

根据 514 第 五 段 , 我 们 用 下 面 的 公式 给 出 对 应 于 左 半 部 分 且 精 确 到 O(j) 的 解 
(边界 函数 的 第 一 个 下 标 表示 由 [0, 1] 分 成 的 两 个 区 间 的 号 码 ): 


(1) 
аи) = По (70)+ Qo 2 (тг) + О(и), | 
(4.360) 


(1) (1) 
22(& и) = palt)+ По гә(то)+ Qo 22(тг) + О(и), 
(1) 
НОРУ По (по) 和 Оо (от) 由 下 列 方程 和 定 解 条 件 所 决定 : 
d о 21 (1) | а о 22 _(1) t 
an 二 Е(фз(0)-+ По 22,0), що =По 21, То = п 之 0, (4.361) 
(1) 7 (1) о 
По 22(0) == —43з(0), По 2:(оо) = 0, $ 一 1,2; 
4 (1) (1) Я (1) @) ЦТ 
dS Yo = Flpa(T)+ боль,Т), 2002 =, тр= 22 0, (4.362) 
Т 


атр 
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95 aa(0) = ФИТ) - pa(T), Ooai(-00)=0,i=12 (4368) 
另 一 方面 , 方程 组 (4.355) 对 应 于 右 半 部 分 的 渐 近 解 为 


(2) (2) 
z(t, и) =По 21(тг)+ Qo 2111) + О(и), 


(2) 四 (4.364) 
22(, и) = ф1(® + По 22(тг)+ Фо 22(т) + О(м), 
其 中 
ай (2) ап (2) 
2 2; 
021. Е(ф1(Т)+ По 22,Т), 202 = Поз, тг 20, (4.365) 
атт атт 
(2) (2) | 
По 22(0) = ф2(Т) – ф(Т), По 2:(00) = 0, і = 1,2; (4.366) 
49 (2) 49 (2) #1 
0 21 о 22 一 
смол р 1 = -= 
ат (Pp1(1)+ Оо 22, ), ат! Оо 21, Т т 0, 


(2) (2) | 
Qo 22(0) = —p1(1), Чо zi(—00)=0, i=1,2. 


当 t 二 工时 , 令 (4.360) 和 (4.364) 相等 , ВЕЕ ЕТА Ш а дд 都 是 
指数 式 小 的 量 , 于 是 其 零 次 近似 即 得 


(1) (2) 
@о 21(0) =По 21(0), (4.367) 
(1) (2) 

фз(Т)+ Фо 22(0) = p1(T)+ По 22(0). (4.368) 


等 式 (4.368) 直接 由 条 件 (4.363) 和 (4.366) 推出 , 而 等 式 (4.367) 就 是 关于 Т 的 方程 
(因为 方程 (4.362) 和 (4.365) 以 及 定 解 条 件 (4.363) 和 (4.366) 的 右 端 都 含有 Т, 所 以 


0, 21(тт) 和 и 21(тг) 也 都 依赖 于 了 ). 
1 
为 了 确定 Т, 我 们 在 (4.362) 和 (4.363) 中 作 变 量 替 换 (тг) 0, а (т), т) 
= Фз(Т)+ 9, 22(тг). 于 是 (4.362), (4.363) 成 为 


21 ~ dz2 ~ 
Фа (т), 42 = 
атт (22, ), атг 21, (4 369) 


22(0) = ф2(Т), 2(—00)=0, 22(—00) = фз(Т). 


同样 在 (4.365), (4.366) 中 作 变 量 蔡 换 (т) =, а (тг), (тг) = ФКТ)+ 
2 
По (тг) 即 得 


dz = 05 = 
ар (22,Т), 有 = 1 (4.370) 
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200) = p2(T)， (00) = 0, (оо) = (Т). 


在 新 变量 下 方程 (4.367) 成 为 
21 (0) = 2 (0) (4.371) 


容易 看 出 , 无 论 是 (4.369) 或 者 (4.370), 除了 记号 不 同 之 外 , 都 是 方程 组 (4.357). 
我 们 假设 它 对 应 于 图 6 а) 的 相 轨 线 图 , ЕАН 2, (0) 对 应 于 图 8 上 的 点 4, МИН 2, (0) 
对 应 于 垂直 线 1 上 的 点 B, 由 此 即 见 条 件 (4.371) 不 能 满足 . 如 果 图 6 с) КН 
图 成 立 , 同样 条 件 (4.371) 也 不 能 满足 . 因此 , 只 有 图 6 b) 的 相 轨 线 图 才能 保证 所 需 
要 的 等 式 成 立 . 总 之 , 我 们 得 出 全 应 当 是 在 相 平面 上 形成 胞 腔 @ 的 那个 上 值 的 结论 . 
这 将 写成 下 面 的 条 件 ГУ, 但 在 此 之 前 需要 将 方程 (4.371) 变 成 适当 的 形式 . 


图 8 1 是 对 应 于 上 = ТНУ (я, 5) 上 的 直线 2 = фо, 2 和 3 是 对 应 于 t = 0 时 相 平面 
(2, 22) 上 直线 5 = 0 的 两 个 不 同位 置 . 


除 此 之 外 , 为 了 实现 当 t = 0 和 t= 1 时 每 个 半 环 相 轨 线 图 必须 满足 的 对 应 于 
$14 中 条 件 V(a) 和 V(b) 的 确定 条 件 , 在 点 t = 0, 对 于 左 半 环 必须 保证 满足 条 件 
V(a), 而 在 点 t= 1, 对 于 右 半 环 , 必须 保证 满足 条 件 V(b). 我 们 注意 到 , 对 于 左 半 环 
的 条 件 V(b) 和 对 于 右 半 环 的 条 件 V(a), 亦 即 在 点 t= 工 处 的 条 件 , НУЧ = Т 
胞 腔 的 存在 性 条 件 本 身 而 自动 满足 了 . 实际 上 , 点 (0, p2(T)) 位 于 胞 腔 内 部 , 即 直线 
22 = p2(T) 与 从 鞍点 (0, pa(T)) 出 发 到 鞍点 (0, p1(T)) 的 分 界 轨 线 相交 . 换 名 话说， 
值 为 = pz(T) 是 属于 描述 过 鞍点 (0, pa(T)) 的 流 形 5- 的 函数 а = (2) 的 定义 
域 , 而 这 个 5- 与 过 鞍点 (0, pg1(T)) 的 流 形 5S+ 是 同一 个 , 它 就 是 连结 这 两 个 鞍点 的 
分 界 轨 线 . 关于 2 = pz(T) 也 是 一 样 . 
我 们 现在 必须 和 弄 清 楚 如 何 才能 使 得 左 半 环 满足 条 件 V(a). 在 对 应 于 上 = 0 的 附 
加 方程 组 ( 它 可 以 从 (4.361) 利用 替换 2. (то) = Шо гато), аа(т) = pa(0)+ По аа(т) 
得 到 具有 (4.357) 的 形式 的 方程 组 , 如 果 略 掉 却 ,i =1,2 上 的 记号 ~, 并 在 (4.357) 中 
令 了 = 0,т = то, 则 就 得 到 所 要 的 附加 方程 组 ) 的 相 平 面 上 , 一 般 来 说 存在 回 线 @( 见 
Я ба) 或 图 6 c)). 例如 , 对 于 图 6 а) 的 情形 , 条 件 V(a) 就 意味 着 直线 为 = 0 不 应 当 
@ 亦 即 由 上 下 两 条 对 称 的 异 宿 轨 线 2 和 左右 两 个 鞍点 4A1 和 Аз 组 成 的 闭环 线 , 并 且 由 过 中 心 


Я Аз 的 垂 线 分 成 左 半 环 和 右 半 环 —— 译 者 注 . 
@ 即 由 一 个 鞍点 和 一 根 当 т 一 Боо 时 都 趋 于 这 个 鞍点 的 同 宿 轨 线 组 成 的 的 闭环 线 一 一 译 者 注 . 
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位 于 环线 的 外 面 , 否则 这 根 直线 ( 即 图 8 上 的 直线 2)@ 就 不 与 对 应 于 (0, з(0)) 和 几 
何 上 表示 这 条 环线 的 流 形 5+ 相交 . 因此 , 为 了 满足 条 件 V(a) 就 要 求 直线 30 = 0 (Вр 
图 8 上 的 直线 3) 应 与 环线 相交 . 当 上 = 1 时 也 应 当 满 足 类 似 的 要 求 , 这 就 是 ， 
Ш. 假设 在 与 方程 组 
421 ~ 42 ~ 
zo = Р(22, 0), той 
对 应 的 相 平面 上 , 直线 为 =0 与 当 m оо 时 进入 鞍点 (0, ps(0)) 的 分 界线 相交 . 
假设 在 与 方程 组 


Ф. _ ре 422 _= 
ат = Р(22,0), dn = 21 


对 应 的 相 平面 上 , 直线 2. = 0 与 当 m 一 -oo 时 进入 鞍点 (0, gp1(1)) 的 分 界线 相交 . 


我 们 现在 来 写 出 方程 (4.371) 的 另 一 个 形式 ， 等 式 名 = (5) ЖАУА 
(4.369)( 或 (4. 357)) № тр = -oo 时 从 点 (0, фз(Т)) 出 发 的 分 界线 方程 . 于 是 在 (4.358) 


中 令 C = [Рот 即 得 /为 ) 的 表达 式 


фз(Т) 
22 
я = 0 / F(z, T)dz. 
Фз(Т) 


同样 , 对 于 方程 组 (4.370) 当 тг = оо 时 进入 点 (0, p1(T)) 的 分 界线 有 


= -У2 F(z,T)dz. 


Ф1(Т) 
因此 由 方程 (4.371) 即 得 
2(Т) 2(Т) 
05| Г F(z,T)dz = —V2 у Е(г, T)dz. 

Фз(Т) Ф1(Т) 
因而 得 到 

ф2(Т) $2 (Т) 

] F(z,T)dz =/ F(z,T)dz, (4.372) 
Фз(Т) ФЕ (Т) 


这 与 胞 腔 条 件 (4.359) 完全 一 样 . 所 以 , 为 了 在 区 间 [0,1] 中 的 某 一 点 存在 保证 从 根 
gs(t) 到 根 yp1(t) 转移 的 胞 腔 , 必须 满足 如 下 条 件 : 


G 不 过 这 时 应 把 图 8 看 成 对 应 于 在 点 + = 0 处 附加 方程 组 的 相 图 , 而 不 是 上 面 所 认为 的 关于 在 
点 上 = 人 处 附加 方程 组 的 相 图 , 这 完全 是 为 了 节约 插图 . | 
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ТУ. 假设 方程 (4.372) ХТТЖЯТ= ТО, Ві 0< Т <1. 


我 们 考虑 了 像 在 图 7 上 那 种 类 型 的 渐 近 解 的 形式 构造 条 件 ， 现在 我 们 来 说 明 它 
实际 存在 的 充分 条 件 . 表达 式 


(1) (2) 
В(Т) =Фо 21(0)- По 21(0) 


МТ = То 时 变 成 零 . 设 B(T) 在 通过 Т = То 时 改变 符号 . 表达 式 В(Т) 在 准确 
到 O(n) 的 量 阶 上 是 2 在 点 上 = 的 左 半 部 分 和 右 半 部 分 的 值 的 差 , 这 时 zo 等 于 
ф2(Т) (无 论 是 左 半 部 分 还 是 右 半 部 分 )， 由 此 得 出 , 在 点 ТО 的 邻 域 中 存在 T(j), 使 
得 在 t= Т(и) 的 左 半 部 分 和 右 半 部 分 的 值 之 差 为 零 , 亦 即 左 半 部 分 与 右 半 部 分 既 对 
22, 也 对 zi 保持 连续 地 连接 起 来 ; 换 句 话说 , 确实 存在 问题 (4.355) 像 图 7 上 形式 
的 解 . 

利用 将 (4.371) 变 成 (4.372) 的 变换 可 以 将 量 B(T) 变 成 明显 依赖 于 Т 的 形式 


ф2(Т) ф2(Т) Ф1(Т) 

Т) = ,T)dz — F(z,T)dz = ,T)dz. 
ВТ) hs РТ) ГИА ( hm Fe, Dd 

由 此 容易 看 出 , 从 几何 上 来 说 B(T) 符号 的 改变 , 就 是 相 图 的 形式 从 图 6 中 的 a) 变 

成 с) 或 者 从 с) ЖЖ а). 而 为 了 保证 当 通 过 T = ТО 时 B(T) 改变 符号 , 可 用 如 下 

条 件 : . 


У. В'(Т9) = а [7 Е(2,Т)аг 
dT тр ~ 


将 得 到 的 结果 写成 如 下 定理 : 


#0. 


Т=т® 


定理 4.5 当 满 足 条 件 I~V 时 , 边 值 问题 (4.355), (4.356) 的 解 存在 , 且 满 足下 
列 极 限 等 式 
фз, 2 0<Е< ТО, 


4.373 
Ф1(0), 3 ТО <+#<1. ) 


lim 22( н) = | 
4 一 0 
lim 21 (р) = 0, ж о<Е< ТО, ТО <ЕХ1. 
в 


注 1. 也 可 以 存在 着 22(# п) 在 (0,Т°) НЕТ gp1(t), 而 在 (7T?,1) НЕТ ps(t) 的 解 , 这 时 
定理 的 条 件 和 叙述 , 除了 在 Ш 中 将 pa(0), pi(1) 换 成 p1(0), pa(1) 以 及 在 (4.373) 中 фз 和 
gp1(t) 相互 对 换 外 , 其 他 仍然 不 变 . у " 

2. 如 果 在 区 间 0 < Т < 1 中 有 几 次 形成 胞 腔 , 亦 即 B(T) 有 几 次 变 成 零 , 那么 可 能 存在 含有 
几 个 转 点 的 解 . | | 

3. 问题 (4.355), (4.356) 的 解 基本 上 不 是 唯一 的 , 上 述 的 解 都 可 能 存在 . 此 外 , 同时 还 可 能 存 
在 z2(t, и) НАНТ p1(t) 或 者 只 趋 于 pa(t) 的 解 , 亦 即 在 814 中 所 描述 的 没有 转 点 的 解 . 

4. 上 述 结果 可 以 推广 到 (4.355) 中 含有 变量 у 类 型 ( 慢 变 量 ) 的 方程 组 , 对 此 我 们 只 作 如 下 
简单 的 说 明 . 
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设 有 方程 组 (y 为 m 维 向 量 ) 
РЕ = Е(22, 9,1), 10 = }(22,у,0) 
以 及 与 (4.356) 一 样 的 条 件 和 т 个 y 的 定 解 条 件 : y(0, п) = 如， 设 方程 F(z,y,t) = 0 有 根 
2 = pi(y,t),1i = 1,2,3. 我 们 从 方程 组 
= f(p3(9s; 1,9»), 9з(0) = 


ЖН 9300), 并 记 gil(t) = Ф: (9з, 0. 于 是 从 pa 到 pi 的 转 点 ,就 由 方程 


ф1(Т) 
Г’ ватт) Т)а: = 0 
фз(Т) 


确定 . МТ = Т, 我 们 用 方程 组 


Ч = fp1 (0) Dd), 09) = (79) 
О а 


性 : 
9, 40<1<7°, 


lim y(t, р) = | 
A 7.00), TI StgL1. 
| 0з(93(0),0), Мо<Е< Т0, 

lim z2(t, и) = 
н0 1(9,(), TI <#<1. 

上 述 考 虑 的 从 鞍点 到 鞍点 的 现象 首先 是 由 Ю. П. Боглаев [5] 进行 研究 的 , 在 
他 的 工作 中 考虑 了 方程 组 (4.355) 及 含有 慢 变 量 的 更 一 般 形式 . 在 解 的 存在 性 研究 
中 , 他 应 用 了 一 些 更 为 一 般 但 确定 意义 的 作为 极 大 值 原理 的 稳定 性 准则 . 

例子 . 


d а. 
р = (22 + 1)(22 一 1.5)(za — #), и =21, 0<1<1, 


22(0, и) = 0, 22(1, и) = 0. 
在 这 个 例子 中 , pl = 一 1, p2 =Ь рз = 1.5, Т0 = 0.25, 因而 对 所 求 的 解 有 
1.5, 当 0<t< 0.25, 


lim z2(t, и) = 22(1) = (4.374) у 
„0 —1, 4 0.25 <#<1. 


对 于 如 下 的 退化 结构 


(4.375) 


—1, 当 0<t< 0.25, 
22(#) = 


1.5, 当 0.25 < 上 < 1. 


在 t= 1 处 并 不 满足 定理 4.5 的 条 件 Ш. 如 果 用 22(1, р) = 1 代替 条 件 zz(1A) = 0, 
那么 对 于 两 个 退化 结构 , Вр (4.374) 和 (4.375) , 都 满足 定理 4.5 的 条 件 , 从 而 保证 存 
在 两 个 解 , 其 z2 分 量 分 别 趋 于 这 两 个 退化 解 . 
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练习 ”验证 这 些 结论 . . 
ЖЕ (4.357) 中 可 能 出 现 对 任何 Т 都 有 胞 腔 的 情况 , 于 是 , 这 时 也 可 能 存在 像 图 
т 所 描述 的 带 有 转 点 T° 的 解 , 为 了 找到 То 可 以 利用 同样 的 设想 , 但 是 应 当代 替 
(4.360) 和 (4.364), 取 精 确 到 О(и2) 的 渐 近 表达 式 . 决定 ТО 的 方程 将 比 (4.372) 更 
杂 ((4.372) 这 时 成 了 恒等式 ), 亦 即 (下 面 的 公式 是 对 于 yp2(t) = 0 的 ) 


1 


ат 一 
\/2 Лет) F(z,T)dz 


[” Ј5 ту: (Т)Е,, (а, Т) + Е(22,Т)]агә а, Е Е 
0 4 /2 Л (т) F(z2, Т)а22 а 


这 个 方程 是 在 [18] 工作 中 得 到 的 . 

如 果 (4.355) 为 定常 系统 (yi;(t) = 常数 , 从 而 pi(t) = 0, Е (22,1) = 0), 那么 方程 
(4.376) 成 为 恒等式 . 这 时 问题 (4.355), (4.356) 也 可 能 有 转 点 解 , 但 应 从 另外 的 设想 
才能 找到 这 些 转 点 . 在 文章 [00], [23] 中 研究 了 定常 系统 . 

在 [22] 工作 中 研究 了 方程 组 


(4.376) 


dz 
ЕЯ 
и (2) 


这 里 z, 2 都 是 二 维 向 量 . 假设 在 相 平面 z 上 存在 图 6 (с) 型 的 胞 腔 , 但 现在 它 关 于 
2,22 轴 的 位 置 已 是 任意 分 布 了 ( 见 图 9). 对 于 像 图 7 上 那 种 类 型 解 的 转 点 T, 在 零 
次 近似 是 由 公式 @ | 


то 一 м 


м-м№ 


Жо A1, hs 是 鞍点 ,42 是 中 心 , 1 是 分 界 轨 线 , 2 是 围绕 中 心 的 闭 轨 线 之 一 . 
— ФЕ [22] 中 不 是 考虑 条 件 (4.356), 而 是 周期 性 条 件 , 但 是 关于 转 点 的 方程 在 两 种 情况 下 都 是 同 


一 个 . 
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确定 的 , 这 里 p1 和 ws 是 平行 于 上 轴 的 直线 , 而 其 中 对 是 对 应 于 yp1 的 特征 方程 的 
ТЕЖ, 和 7 是 对 应 于 фз 的 特征 方程 的 负 根 . 在 [22] 中 还 得 到 对 То 在 О(п) 阶 的 修正 . 


5. 关于 从 一 个 根 转移 到 另 一 个 根 的 其 他 类 型 的 注 上 述 从 一 个 根 转移 到 另 一 个 
根 的 现象 , 或 者 称 之 为 跳跃 现象 , 并 不 限于 上 面 仔 细 讨 论 的 那些 情形 . 跳跃 现象 往往 
由 于 下 述 原 因而 出 现 . 我 们 考虑 最 简单 的 一 维 情形 

dz 
7 
设 方程 F(z,t) = 0 有 三 个 根 : (0), (0) Я pa(t), 并 设 在 点 t = Т А, po(t) 和 
galt) 连接 起 来 . 我 们 假设 分 支 wa( 是 右 稳定 的 , 以 及 根 pi 也 是 右 稳 定 的 , 而 分 
支 pz(t) 为 左 稳定 的 . 我 们 考虑 初 值 问题 z(0,y) = 20, 这 里 20 如 图 10 所 示 那 样 选 
取 . 按照 第 二 章 的 理论 , 对 于 上 > 0 对 应 的 积分 曲线 当 р 一 0 ВНЕР yps(t). 而 且 
只 要 曲线 不 进入 对 应 于 t= 了 的 点 4 的 邻 域 , 在 第 二 、 三 章 发 展 起 来 的 理论 仍然 正 
确 . = ТЮ о = фз М Е. (ФТ), Т) = Е, (фз(Т),Т) = 0. 因此 第 二 、 三 章 的 
理论 就 无 法 对 积分 曲线 后 面 性 质 的 问题 给 出 解答 . 对 曲线 在 点 t = Т 邻 域 中 更 仔细 
的 研究 说 明 , 随 着 t 的 增加 , 曲线 由 于 惯性 而 离开 pa(t) 而 向 右 拓 展 , 而 且 进 入 属于 
右 稳定 根 pl(b 的 影响 域 , 且 由 于 快速 地 转移 到 от (0) 的 邻 域 , 以 后 就 停留 在 这 个 邻 
域 里 . 取 极 限 即 得 间断 解 


= F{z,t). 


К 当 0<t<7, 
lim z(t, р) = 3(t) 当 
“7 Ф100), 当主 > 五 


| 

| 

Т г 

10 1,2,3 2 2= (0), = 1,2,3, 的 图 形 ,了 是 = 2% н) 的 图 形 . 


表面 上 看 好 像 是 上 面 研究 过 的 情形 , 这 里 也 出 现 内 部 层 , 但 是 由 于 与 Р, (2,0) 变 成 
零 有 关 的 奇异 性 ,在 此 内 部 层 的 渐 近 解 结构 比 (4.360) 和 (4.364) 要 复杂 得 多 ,有 
关 这 方面 的 研究 已 超出 本 书 范围 (有 兴趣 的 读者 可 参看 用 . С. В (Л. С. 
Понтрягин) 和 Е. Ф. 米 先 柯 (E. Ф. Мищенко) 的 工作 [49, 43], 他 们 对 相当 一 般 的 
方程 组 仔细 地 研究 了 上 述 的 跳跃 现象 ). 
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1. 最 简单 例子 的 分 析 我 们 考虑 线性 方程 式 jwy” = ау +1 (a < 0 为 常数 ) 的 
等 价 方程 组 
Lz = а2 +1, у = 2, (4.377) 
及 边界 条 件 
(0, и) = y(1, и) = 0. (4.378) 
我 们 来 试 一 试看 是 否 能 够 应 用 上 面 有 关 渐 近 稳 定性 情形 的 格式 来 解决 这 个 问 
题 , 亦 即 513 的 格式 或 者 815 中 第 2 段 的 格式 不 难 相信 ，813 格式 的 可 应 用 性 
条 件 并 不 满足 , 因为 方程 组 Ro = 0 关于 zo 不 可 解 . 实际 上 , (4.378) 的 零 次 近似 为 
фо = 0,951) = 0, 而 由 于 加 = 9000), 因此 这 就 表示 退化 方程 ру = -上 的 解 应 当 
在 1=0 和 t+=1 都 为 零 ; 但 这 是 不 可 能 的 , 因 当 上 = 0 时 (0) = 0 的 退化 解 为 
0) = -二 ,显然 它 当 ;= Г 时 不 为 零 
$15 的 格式 也 不 能 用 , 因为 在 本 例 中 的 函数 下 关 于 z 是 线性 的 (参看 定理 4.3 的 
Е 3). 因此 问题 (4.377), (4.378) 解 的 渐 近 性 质 显然 与 813 和 $15 所 讨论 的 不 同 . 
问题 (4.377), (4.378) 的 精确 解 为 


1 explat/p) t 
б) = a екр(а/п) al exp(a/ WW) а’ 
0 1 ехр(а#/и) _1 
LW 0060) = а екр(а/)) а (1.379) 
从 (4.379) 即 见 ， 
2(0 р) = 1 1 1 
ра(1 – ехр(а/р)) а’ 


ХИ и 一 0 时 2(0, р) 的 值 为 无 穷 大 量 . 由 此 建立 这 样 一 个 概念 , 对 上 述 问题 无 论 
讲 过 的 哪 一 个 格式 都 不 能 用 , 因为 这 些 格式 只 适用 于 z(t, п) 为 有 界 量 的 情形 . 

上 述 例子 说 明 , 为 了 研究 类 似 于 上 述 例子 类 型 的 边 值 问题 , 必须 考虑 构造 当 j 一 
0 时 z 的 初 值 为 无 穷 大 量 的 初 值 问题 的 渐 近 解 . 

于 是 , 如 果 方 程 组 对 z 是 线性 的 , 且 初 始 条 件 为 

2(0, р) = =, У(0,и) = yo， (4.380) 

那么 对 于 这 种 类 型 的 初 值 问题 的 解 , 还 是 可 以 构造 像 第 三 章 那 种 类 型 的 渐 近 解 , 唯 
一 不 同 的 是 这 时 对 于 z(t, р) 的 边界 级 数 是 从 р ` 阶 项 开始 的 (参看 [16]. 


2. z 有 无 穷 大 初 值 的 初 值 问题 的 渐 近 解 ” 我 们 只 限于 讨论 与 一 个 二 阶 拟 线性 广 
程式 等 价 的 方程 组 


а 
п = Аба + Ву, нь 0<t<T, (4.381) 
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为 了 下 面 应 用 于 边 值 问题 , 我 们 给 出 比 (4.380) 稍微 一 般 的 初始 条 件 
z(0, и) = 2 + 20 + ил +5, У(0, р) = уо шл +. (4.382) 


我 们 找 问题 (4.381), (4.382) 的 解 像 在 第 三 章 那 样 形 式 的 渐 近 展开 , 不 过 要 考虑 
到 上 述 关于 z(t, и) 的 边界 级 数 的 差别 , 亦 即 


z(t, и) = Zo(t) + 121(t) +: + 12?) + По2(т) + -::, т = 2, (4.383) 


y(t, и) = Tolt) + и (0) + + Поу(т) 十 AIHV(T) +; 
我 们 按照 第 三 章 同样 的 规则 来 决定 这 些 展 开 式 的 系数 , 即 由 下 列 方程 确定 : 


dllk—1% АПьу 
012 = Пь 1 (Аз + В = п, —от... | 
4 = Ш-1(42+ В), 42 = Пла, k=0,1,..., (4.384) 
47, 
0 = А(9о, о + 8(90,0), 0 = 20, (4.385) 
о @ 
Чек = (М=+В), к, k=1,2,... (4.386) 


а dt 
这 里 不 同 于 第 三 章 的 是 关于 Пьу(т) Я Пь_12(т) 的 方程 组 已 经 不 能 分 开 来 求解 , 特 
别 对 k=0 有 


22 = А(90(0) + Поу, 0) 12, ан = П 12. (4.387) 
像 通 常 那样 , 我 们 要 求 
Поу(оо) = 0, (4.388) 
于 是 由 (4.387) 的 第 二 个 方程 即 得 
IIoy(7) =- Г П_,2(3)а3, (4.389) 


但 是 与 第 三 章 中 相似 的 等 式 不 同 的 是 (4.389) 并 没有 求 出 Tioy(7), 因为 П-12(т) 暂 
时 尚 不 知道 . 
为 了 下 面 研究 的 方便 , 我 们 利用 新 的 变量 


Я = 90(0) + Поу (4.390) 
(特别 , 这 里 7,00) 暂时 也 不 知道 ), 于 是 由 (4.378) 即 得 
апі ра 
= A(Y, 0). (4.391) 


从 (4.382) 和 (4.383) 可 得 


П_12(0) =2-1, 90(0) +Ioy(0) = уо, 
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由 此 及 (4.390) 即 知 
#(0) = уо. (4.392) 


据 此 对 (4.391) 积分 即 得 


9 
Пе = +/ А(у, 0)dy. (4.393) 
yo 


将 此 代入 (4.387) 的 第 二 个 方程 , 并 注意 到 аш Ц 即 得 方程 


dT 


按照 第 二 、 三 章 的 说 法 , 这 个 方程 可 以 称 为 附加 方程 ( 见 (2.24)). 令 其 右 端 为 零 即 可 
求 出 这 个 方程 的 奇 点 


9 + Г А(у,0)ау, (4.394) 
Уо 


9 
21 +[ А(у, 0) ау = 0. (4.395) 
Уо 
I 假设 方程 (4.395) ЖЖ 70 = д0, 而 且 4(%,0) <0. 
由 此 假设 立即 可 得 , ар 9 = до 当 т 一 оо 时 是 渐 近 稳定 的 . 
П. 假设 值 yo 属于 奇 点 六 = до 的 影响 域 . 


于 是 有 
Jim 9(т) = бо. 
由 此 即 见 , 若 令 
90(0) = % (4.396) 
则 由 (4.390) 可 知 Поу 满足 条 件 (4.388). 

经 过 求 积 从 (4.394) 可 以 得 到 (作为 + КОКЕВ), 因此 由 (4.393) ИВ П. 2(т), 
而 由 (4.390) 即 得 Поу(т). 我 们 注意 到 , 这 里 不 同 于 第 三 章 的 是 Ioy(r) 不 恒 等 于 零 ， 
而 初 值 30(0) 与 yo 的 差 值 为 量 ўр — уо = Дуо, 由 (4.389), (4.390) № (4.392) 这 个 量 
可 写成 

Дуо = Г П12(т)ат. (4.397) 
0 

Ш. 设 具有 初始 条 件 (4.396) 的 方程 组 (4.385) 在 区 间 0 < t < т 上 有 解 

Tolt), 20 (1). 


ТУ. Я о<:<Т# А(90(0),#) < 0. 这 里 条 件 起 了 像 第 三 章 中 稳定 性 条 件 
(3.22) 的 作用 . 


我 们 在 (у, 6) 平面 上 给 出 由 两 条 曲线 段 组 成 的 曲线 Lo 如 下 : 
Го = {(0,2) у = (т), О<т < оо; Ё = 0}, 
Іо = {(y,t) :y= 3000), 0<1<Т7}. 
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У. 假设 函数 A(y,t) № B(y,t) 在 曲线 Lo 的 某 个 5- 管 中 对 y 和 tt 有 直到 包括 
(n 十 2) 阶 在 内 的 连续 偏 导 数 . 

为 了 确定 展开 式 (4.383) 中 随后 各 项 ， 我 们 必须 利用 从 大 = 1 开始 的 线性 方程 组 
(4.384) 和 (4.386). 

对 任意 上 > 1 考虑 方程 组 (4.384), 将 其 详细 写 出 来 即 为 


ап, _ 
es A ла + А) (ЬО) + Пы) + 100), 
(4.398) 
АПку _ 
а = Пу 12, 


这 里 A(7) = А(9(0) + Поу(т),0), hu(r) = 如 (go(0) + Ioy(r),0), фь-1 (т) 是 用 前 面 
号 码 的 I;z(7) 所 表示 , ПГУ, (0) 暂时 未 知 . 也 像 在 方程 组 (4.387) 的 讨论 中 那样 , ЧЕ 
如 下 的 变量 替换 

Nh = 9,00) + Пу, (4.399) 


于 是 方程 组 (4.398) 就 变 成 


м = = А(т)Пь 12+ Ау(т)П-12(т)ь + Фь-1(т), 
К (4.400) 
8А = Пь_12. 
从 (4.383) 可 得 П,_12(т), ўь(т) 的 初始 条 件 
IIk_1z(0) = Zk_1 — Як 1(0), (4.401) 
Yk(0) = ук. (4.402) 


求 出 问题 (4.400) ~ (4.402) № Пь-12(т), дк(т) 之 后 , 利用 (4.398) 的 第 二 个 方程 ， 
即 可 用 等 式 а 
Пру(т) = - [ Hk-iz(s)ds (4.403) 


求 得 Hky(r). 下 面 将 证 明 下 函数 满足 指数 式 估计 , 从 而 推出 在 (4.389), (4.403) 以 及 
后 面 一 些 公式 中 的 广义 积分 的 收敛 性 . 
在 (4.399) 中 令 7 = 0, 并 利用 (4.402) 和 (4.403) 即 得 


Ук (0) = ук + Г Пь_12(т)ат. (4.404) 


从 方程 组 (4.386) 及 初始 条 件 (4.404) При] у, (0), 2500). 
用 同样 的 方法 我 们 求 出 了 展开 式 (4.383) 中 包括 号 码 п 在 内 的 项 (条 件 У 容许 
这 样 做 ). 我 们 注意 到 , 在 从 方程 组 (4.384) 4 к =п-+ 1 时 求 出 II,z(7) 的 同时 , 也 得 


$16. 产生 无 穷 大 解 值 的 边 值 问题 - 151. 


到 了 将 在 余 项 估计 时 用 得 着 的 函数 о. (т). 像 以 前 那样 , 我 们 用 2. (6, и) 和 Y(t, н) 
表示 级 数 (4.383) 直到 包括 第 ”项 的 部 分 和 . 


定理 4.6 当 满 足 条 件 1 УВ, 存在 常数 ро > 0 和 c>0, 使 得 当 0<jyg jo 
时 , 问题 (4.381), (4.382) 存在 唯一 解 z(t,p), уф и), 且 对 0 < tT 满足 不 等 式 


|2(2, и) = Х.(2, и) < си"). (4.405) 


注 1 . 如 果 只 为 了 证 明 存 在 性 和 唯一 性 , 那么 在 条 件 V 中 只 须 取 = 0. 

2. 我 们 注意 到 在 所 论 情 况 下 , y(t, и) 当 и = 0 时 的 性 质 类 似 于 在 初 值 问题 (3.18), (3.19) 中 
z(t, и) 的 性 质 , 即 在 t= 0 时 у(ё, р) 很 快 地 从 值 yo ЗН у. 解 的 у 分 量 出 现 这 种 所 谓 
的 初始 跳 跌 是 基于 z 的 无 穷 大 初 值 的 . 这 个 跳跃 量 Ду 由 公式 (4.397) 给 出 . 


证 明 定理 4.6 的 证 明 是 按照 证 明 第 三 章 的 定理 3.1 时 同样 的 步骤 进行 的 , 只 是 
在 细节 上 有 些 差 别 . 
我 们 首先 证 明 Пь_12(т), Ику(т), Е = 0, 1,2, 77, 满足 (3.58) 型 的 指数 式 估计 


Шьх(т)| < сехр(-кт), Чт>0. (4.406) 


我 们 从 方程 (4.394) 出 发 , 这 是 一 个 像 附加 方程 (2.24) 的 方程 . 由 于 (4.390), 这 个 方 
程 可 以 写成 

4Поу 

ат 

由 此 看 出 它 完全 类 似 于 第 三 章 关于 Пог(т) 的 方程 (3.43). 因此 利用 引 理 3.1 可 以 断 

定 在 所 论 情 况 下 , Поу(т) 满足 (4.406), НАХ, (4.387) 的 第 一 个 方程 完全 类 似 于 , 例 

如 , Hi z(r) 的 方程 (3.74) (而 且 还 是 (3.74) 的 特殊 情形 ). 在 (4.387) 中 的 Ioy(r) 起 

了 (3.74) 中 Пог(т) 的 作用 , 因此 由 同一 条 引 理 3.1, H_iz(r) 也 满足 (4.406) 的 估计 . 

. 口 


如 十 Hoy 
= + / А(у,0)ау, 
Уо 


我 们 现在 转 到 方程 组 (4.400)， 在 对 较 小 号 码 的 正 函 数 都 满足 不 等 式 (4.406) 
的 假设 下 , 像 在 引 理 3.1 中 对 于 п, , (т) 那样 (参看 (3:80)), т > 0 可 以 得 到 
wp-1(T) 的 估计 |Фь—1(т)| < сехр(—кт). 从 (4.400) 的 第 二 个 方程 和 初始 条 件 (4.402) 
-有 
9к(т) = yk +/ Пь_12(8) 45. 
将 此 代入 (4.400) 的 第 一 个 方程 即 得 关于 He_iz(r) 的 积分 - 微分 方程 


dllx_iz 
ат 


这 里 加 _1(7) = фк (1) + А, (т). 2(т)уь 9 фк (т) 同样 的 估计 . 将 初 值 问题 


= А(т)Пь-12 + А,(т)П_12(т) [ Ip_1z(s)ds + фк_1(т) (4.407) 
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(4.407), (4.401) 写成 如 下 的 等 价 积分 方程 
Te_12(7) = (ока — Bh_1(0)) exp( [ ‘A(s)ds) 
+ [ " ехр( / 4(p)dp)L4v(s)I_aiz(a) [ "Пе (р)ар + Bi(s)]ds 


并 将 其 重 写成 . 
Нь_12(т} = / К (т, $) Пь_12(8)48 + рь-1(7), (4.408) 


其 中 т т 
К(пв) = ] exp( / A(p)dp) Ay (P12(p)dp, 
Phi(7) = (вл — Bh_1(0)) exp( [ абв) ав) + [ ‘exp( ] " а(р)ар) фк 1 (8)48. 


由 于 不 等 式 й 
ехр( / А(р)ар) < сехр(—к(т – р)), ЖО <р<т, 


因此 Күт, з) 和 pp_1(7) 满足 如 下 估计 : 
КС, s)| < сехр(—кт), |фк_1(т)| < сехр(-кт), 0<з<т. (4.409) 
我 们 证 明 , 对 于 核 KK(7, s) 的 预 解 式 R(T, в), 成 立 同样 的 估计 : 
[R(T,s)| < cexp(—k7), 对 Og sgr. (4.410) 
事实 上 , R(7, s) 定义 为 ( 见 $10 第 2 段 ) 


R(7,s) = У Kx(7, з), (4.411) 
k=1 


其 中 


К! (т, з) = К(т,ѕ), Кьк(т, в) = Г Кк_1(т,р)К(ф, вар, k =2,3,.... (4.412) 


我 们 用 归纳 法 证 明 К, (т, в), & =1,2,..., 满足 不 等 式 

[= (ехр(—кз) — exp(—«7))]*-! 
(TI 

对 于 天 = 了 由 于 (4.409) 这 个 不 等 式 是 正确 的 . 我 们 假设 对 于 Ki_1(7, з) 这 个 不 等 

式 也 成 立 , 亦 即 


|Кь(т, в) < сехр(—кт) ‚ О<з<т (4.413) 


ay (4.414) 


[Kk_1(7, 8) < cexp(—«7) 


516. 产生 无 穷 大 解 值 的 边 值 问 题 . 153. 
利用 (4.409) 和 (4.414), № (4.412) 中 К, (т, ѕ) 的 表达 式 即 得 


[=( 


< (ехр(-кр) — ехр(-кт))|*-2 


|К (т, в)| < сехр (кт) === са сехр(—кр)ар 
s | [2 (ехр(—кр) — ехр(—кт))|*-1 
у, EP ту | 
[2 (ехр(—кз) – ехр(–кт))]*—! 


亦 即 (4.413) 成 立 . 由 于 (4.413), 现在 从 (4.411) 立即 得 到 对 R(7, s) 的 估计 式 (4.410). 
方程 (4.408) 的 解 可 以 写成 ( 见 (3.57)) 
Пь-12(т) = фь-1(т) = [ R(T, s)pk_1(s)ds, 
0 


由 此 及 (4.409), (4.410) 直接 得 出 对 II_1z(7) 的 估计 式 (4.406). 于 是 由 (4.403) 立即 
得 到 对 IHky(r) 的 (4.406) 估计 式 . 从 而 证 明了 对 开 - 陋 数 的 指数 式 估 计 . 
我 们 注意 到 函数 9, = 7,(0) +IIky(r) = ук + Л П;_12(3)48 对 了 >0 是 有 界 的 . 
我 们 现在 转 到 定理 4.6 本 身 的 证 明 . 令 


| u(t, и) = z(t, и) – Я, и), 
v(t, и) = y(t, и) Е Ү.(2, и) – иал (т). 


我 们 注意 到 这 里 的 第 二 个 方程 与 定理 3.1 所 引进 的 v(t, р) 有 些 不 同 , 即 在 此 多 加 了 
一 项 — "+19, (т) (其 意义 将 在 下 面 说 明 ). 我 们 记 


(4.415) 


К ГУД 
Ни и) = А(Ү, + Ш" һал, t) Zn + В, + Ш" 1а, 0) — и, 


а _ 
НаЬ р) = Zn — (У Ш фана). 


于 是 也 像 在 定理 3.1 的 证 明 中 那样 , 不 难 相信 有 Н, (р) = О(и"), Н, ш) = 0, 
因此 余 项 w(t, и), он) 的 方程 可 以 写成 

du _ 

/元 = 

dv 

dt 


这 里 A(i, р) = А(У, + и", 0), 记号 hy(t,1)，Byl(t, ш) 有 同样 的 意义 , 而 函数 


АСЕ, ши + [Аб И) 2 (6и) 4 Ву и) + Си, б, н), 
(4.416) 


= и, 


С(и, у, 1, и) = А(Ү, + Ш" һу + о, (2, + и) + В(Ү, + РИ +0, 1) 
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—А(Ь пи — [Ау и) 2. (Ь н) + Ву, и) — в ep 


有 具有 如 下 容易 验证 的 性 质 : 


1. G(0,0,t, и) = Hilt, и) = O(u™+!). 
2. 对 Ve > 0,3 常数 5= 6(e) 和 ш = po(e), 使 得 只 要 |wi| < 6, |< 56, || < 
6, [92| < 6, О<рх< до, 就 有 


Guo и) — (изо, ш) < еш — wal + (1+ ие" а]. (4.417) 
u(t, ш), v(t, и) 的 初始 条 件 从 (4.382) 即 可 得 到 , Ні 
и(0, и) = О(и”+"), (0, и) = О(и"??). (4.418) 
№ (4.416) 的 第 二 个 方程 有 
v(t, 4) = О(и"?) 十 [ ив, 4)ds. (4.419) 
将 此 代入 (4.416) 的 第 一 个 方程 即 得 
п“ = А(ё, џ)и + [Aylt, и)2.( и) + Ву и) [ (в, и) аз + (и, +, и), (4.420) 


容易 验证 其 中 的 积分 算 子 Q(w,t,p) = С(и, | и(з, и)аз + О(и"?), і, и) + О("+1) Е. 
有 下 列 两 条 性 质 : 
1. 


900,4, и) = О(и").® (4.421) 
2. 对 [ил (5, н) < (е), luz(s, н) < 6(), 0 < р < pole) 有 


би, и) — Qua dO < аах (sh) - мцви). (4422) 


外 如 果 在 (4.415) 对 v(t, и) 的 表达 式 中 丢掉 项 un+1g+1 亦 即 像 通常 那样 , 假设 v(t, и) = y(t, и) 
Yn(t,p), ЖА, 就 有 等 式 Нови) = ofe ep( - =). и) = O(n"+1) 成 立 , 于 是 不 同 于 
(4.421), 我 们 得 到 Q(0,41) = OUn+D) +o 人 mn Е Я я... 这 对 于 щь р) 就 能 够 得 到 这 样 的 


估计 ш jp) = б ехр ( 一 <)) 来 代替 所 需要 的 估计 ше, п) = О(и"+1). 在 (4.415) 式 中 , 项 


рта 的 存在 推导 出 估计 式 (4.421), 像 在 下 面 将 要 看 到 那样, 这 已 经 给 出 对 utt п) 得 到 所 要 
求 估计 的 可 能 性 . 


$16. 产生 无 穷 大 解 值 的 边 值 问题 ‚ 155. 
不 等 式 (4.422) 可 以 由 (4.417) 推出 , 这 只 要 考虑 到 2 екр(- У) < с, 从 而 有 


1 к 1 кі t 
1+3 ер 5) 一 ol 和 (+ 。 ехр(–®)) =) | иа (8, м) — wa(s, | 


<0+5 р вах, [ил(в,и) — (зи) 


< 一 
< сах м (5, и) из (8, в) 


代替 方程 (4.420) 和 初始 条 件 (4.418) 以 等 价 的 积分 方程 


ult, и) = exp (; [ | Аав) О(и") + ] 2 ехр (3 / А(р, ар) 
+04469, 02.(9,8) A [бр вдар + Обо, зд}, 


并 将 其 重 写成 | 
щен) = | кезбе, dst Sut)) (4.423) 
0 


Ё t 
这 里 Ko 有 = | РС, | А(р, и)ар)[А, (р, в) (р, и) + Ву(р, ивр, В.Й 
足 估计 
Кё, в, и) < (1+ +2 ер), 0<5<1<Т, 0 <р< ио, 


ПРА 5(и, +, и) (不 难 将 其 写成 明显 的 表达 式 ) АЖИ О(и, і, п) 同样 的 两 条 性 
质 . 

类 似 于 推导 不 等 式 (4.410), 可 以 证 明 , 核 K(t, з, ш) 的 预 解 式 R(t, s,1) 有 像 核 
本 身 同样 的 估计 . 根据 公式 (3.57) 可 得 与 方程 (4.423) 等 价 的 方程 


ut, р) = S(u,t, и) + [ R(t, s, A)S(u, з, и)8 = J(t, s, 1), (4.424) 


这 里 积分 算 子 Льз, и) АЖ 5(и, 1, п) 同样 的 两 条 性 质 . 
像 对 第 三 章 的 方程 组 (3.103), (3.104) 那样 , 对 (4.424) 应 用 逐次 通 进 法 , 于 是 可 
得 方程 (4.424) 存在 的 唯一 解 u(t, п), 而 且 满 足 不 等 式 


lu 信介 | 和 сш), 对 OgtgT,0<ps po: 


由 此 及 (4.419) 即 见 v(t, и) 满足 同样 不 等 式 ， 由 于 ўл (#/и) 为 有 界 函 数 , 所 以 从 
(4.415) 直接 得 到 (4.405), 从 而 定理 4.6 得 证 . 


з. 对 边 值 问题 的 应 用 - 
а) 对 于 方程 组 (4.381) 我 们 给 定 边 界 条 件 (T=1) 


0(0, и) =а, у(1, н) = 5. (4.425) 
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(在 本 节 开 头 考虑 的 例子 (4.377), (4.378) 就 属于 问题 (4.381), (4.425) 这 一 类 ). 仿照 
$13 的 办 法 , 我 们 将 把 构造 问题 (4.381), (4.425) 的 解 作为 带 有 未 知 参 数 z,y КИН 
题 (4.381), (4.382) 来 求解 . 将 (4.383) КЛ (4.425) 即 得 决定 这 些 参数 的 方程 . 其 零 
次 近似 即 为 确定 2—1, yo 的 方程 


уо = а, 9001) = Б. 


从 第 一 个 方程 立即 确定 yo : yo = а, 而 后 从 第 二 个 方程 在 一 定 条 件 下 即 可 求 出 
21. 90(1) 是 通过 97000) 的 初 值 у 而 依赖 于 > 1: 的 (参看 (4.396)), 这 是 由 于 作为 
21 的 函数 的 轴 是 由 方程 (4.395) 确定 的 . 为 了 确定 >_1 可 以 有 各 种 方法 . 我 们 不 
用 在 点 t = 0 的 初始 条 件 , 而 用 在 点 t = 1 处 的 初始 条 件 уо(1) = Ь 来 确定 退化 方程 
(4.385) НИ 7,(0), 找到 了 у) 之 后 , 也 就 知道 了 (0) = 加 , 于 是 在 (4.395) 中 
© ў = до 即 得 z_1. 

用 类 似 的 方法 可 继续 确定 (4.382) 的 系数 , 从 而 得 到 初 值 问题 (4.381), (4.382) 解 
的 渐 近 展开 式 (4.383), 它 同 时 也 是 边 值 问题 (4.381), (4.425) 的 解 . 由 于 这 种 类 型 的 
构造 在 上 面 的 813, 815 都 进行 过 , 在 此 不 再 详 述 . 

我 们 注意 到 , 代替 (4.425) 当然 可 以 考虑 更 一 般 形 式 的 条 件 (4.5). 

b) 在 а) 中 所 描述 的 构造 得 到 边界 层 在 t = 0 邻 域 的 解 ， 但 是 问题 (4.381), 
(4.425) 也 可 能 存在 内 部 边界 层 的 解 , 这 种 解 应 当 作为 其 初始 条 件 在 点 如 e (0,1) 的 
初 值 问题 的 解 来 构造 : 


之 一 
200,0) = + 20 + pel te, y(to, р) = yo + ми: +, (4.426) 


其 中 to 也 是 未 知 的 . 代替 (4.383) 有 (参看 (4.274), (4.275)) 


@ (2) | @ (2) 
20 (0) + 21 ++ П. 2(т)+ По 2(т) 十 … ,to <Е < 1, 
(4.427) 


(1) (1) 
(+... .+ Чоу) + м Ч: у(т) + -.., 0 <ЕЗЬ, 


加 (1) | (1) 
| о (+ 1 (0) +2 O12(7)+ Qoz(7) + ,0<t<to, 
z(t, и) = 


(1) 
1 


0 1 
2) 599+ 
убн) = ү, 2) 


У 0) + Ds (© +.--+ оу и П (т) + tl 
由 (4.425) 的 零 次 近似 得 
(2) (2) 
70 (0) = а, 90 (1) =. 


利用 这 些 条 件 确定 方程 组 (4.385) 的 解 20 (0), 9, С) 和 20 (0), 90 (0). 根据 (4.395) 
和 (4.396), 其 中 每 一 个 都 应 满足 条 件 (在 (4.395) 中 的 А(у, 0) 现在 应 当 写 成 A(y,t0)) 


о) 
2—1 +[ Al(y, to)dy = 0, 1 = 1,2. (4.428) 
yo 


516. 产生 无 穷 大 解 值 的 边 值 问题 - 157. 
将 ;= 2 的 方程 减 去 i = 1 的 方程 即 得 


оо) 
ГА А(у, to)dy = 0. (4.429) 
9 о(ёо) 


由 此 即 可 确定 to, 但 必须 要 求 此 如 值 属 于 区 间 (0, 1), 而 且 应 当 满足 不 等 式 ( 见 条 件 
Ш) 
А090 0,0) >0, 当 0 <t<to, 
四 (4.430) 
А(90 (tt) <0， 当 to stg1. 
从 方程 (4.428) 仍然 不 能 确定 未 知 量 21 和 уо, 因为 (4.429) 是 由 (4.428) 的 两 
个 方程 得 到 的 , 因此 从 (4.428) 只 可 能 找 出 2, Ми 之 间 的 一 个 关系 ; 在 下 一 个 近 
似 中 才能 把 它们 完全 求 出 . 其 细节 在 此 不 再 详 述 , 但 要 说 明 一 点 , 就 是 yo 应 当 属 于 
以 有 界 点 у, (to) 和 了 (to) 为 端点 的 区 间 中 , 由 (4.428) 和 (4.430) 即 见 这 两 点 分 
别 是 附加 方程 (4.394) 的 左 稳定 和 右 稳定 奇 点 , 当然 这 时 (4.394) 中 的 А(у,0) 也 应 当 
用 A(y,to) 代替 ; 此 外 还 要 求 在 此 区 间 中 不 再 有 其 他 奇 点 . 
构造 可 以 继续 下 去 , 并 确定 (4.427) 所 有 的 项 . 从 而 可 以 构造 出 初 值 问题 (4.381)， 
(4.426) 解 的 展开 , 这 也 就 是 边 值 问题 (4.381), (4.425) 的 解 . 在 а) 所 讨论 的 情况 下 ， 
解 的 y 分量 当 一 0 取 极 限时 在 +=0 处 产生 间断 


Уо, 当 上 = 0, 
9000), 40<+#<1. 


而 在 本 段 所 讨论 的 情况 , у 分 量 当 一 0 取 极 限时 在 t= to 处 产生 间断 


а) 、 
Ус (0), ЧО0<Е<Ь, 


lim y(t, р) = 
4 一 0 


lim y(t, и) 一 20， 当 t 一 о, 


(2) 
Чо (#}, Мю <ЕХ1. 

对 于 (4.381) 型 拟 线性 方程 组 的 内 部 边界 层 现象 М. А. ЛЕХ (М. А. 
Галахов) 在 他 的 文章 [29] 中 就 注意 到 并 加 以 描述 ， 对 具有 内 部 层 的 解 的 兴趣 在 于 
它 在 一 定 程度 上 是 流体 动力 学 问题 的 模型 . 

最 后 我 们 考虑 如 下 例子 (参看 [29]) 


17 


Му" = —уу – у, (0, и) = –1, ум) = 1. 
按照 上 述 的 规则 可 得 РА (2) =-t- 1, РА (0) =-#+2, 而 由 方程 (4.429) 可 得 to = >, 
这 时 条 件 (4.430) 完全 满足 . 
| 4. 某 些 有 关 问 题 ”a) 在 研究 更 高 阶 方程 的 边 值 问题 时 , 也 产生 构造 有 奇异 初 
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始 条 件 的 渐 近 解 问题 . A. Б. 济 明 (A. Б. Зчмин) 在 他 的 文章 [33] 中 考虑 了 у 乘 
上 小 参数 р 的 n 阶 线性 方程 问题 , 其 初始 条 件 为 


у) (0,p) = шт") + рк) ++ bo + Ш + 7 Е = 0, 1, п 1, 


其 中 5 为 给 定常 数 ， 这 个 问题 的 渐 近 解 也 可 以 按 上 述 的 格式 构造 , 但 是 这 时 
у (ё, п) 的 表达 式 含 有 从 ш 开始 的 边界 项 .， 
值得 注意 的 是 y 和 它 的 导数 , 一 般 来 说 , 仅 在 系数 2 之 间 有 确定 联系 的 情况 
下 才 收 全 于 相应 的 退化 值 , 这 与 二 阶 方程 (4.381) 比较 是 新 的 方面 . 
b) 如 果 方 程 组 是 非 线 性 的 , 那么 解 的 性 质 当 и 一 0 时 , 其 一 般 特点 还 是 保持 着 . 
考虑 初 值 问题 м р 
рар = F(z,y,t), =. = 2, (4.431) 


(0, и) = уо, 2(0, и) = 20(и) > со, Ч и —>0. 


假设 当 z 一 оо 时 F(z,y,t) 是 像 |2 那样 增 大 , 这 里 0 < 1 < 2. 于 是 像 M. и. 维 希 
克 (М. И. Вишик) 和 Л. А. 柳 斯 捷 尼克 (Л. А. Люстерник) 所 证 明 的 那样 [26]， 
方程 组 (4.431) 的 解 y(t, п) 在 适当 选取 的 20(и) 之 下 , 当 и 一 0 时 将 趋 于 (4.431) 的 
退化 方程 组 的 解 7, (0), ПН yo(t) 在 t= 0 时 , 并 不 像 第 二 、 三 章 那 种 情况 , ВИН уо, 
而 是 取 某 个 值 + Дуо, 这 里 zo 为 有 界 . 因此 , 产生 了 在 讨论 问题 (4.381), (4.382) 时 
出 现 的 现象 , 那 时 的 Дуо 是 由 (4.397) 给 出 的 . 对 于 非 线 性 的 情况 , 既 作 为 zo(1) 奇 
异性 的 特征 又 是 zo(w) 所 产生 的 结果 的 量 Луо, 是 依赖 于 4; 当 1=1+a,-1<a<1, 
应 取 zo(p) = с/р 0-90 (с 为 任意 常数 ), 于 是 Луо 就 由 方程 


yo+Ayo 
cl = —(1- а | (у, 0)ау (4.432) 
Уо 

所 决定 , 这 里 p(y,0) 是 当 t = 0 时 函数 (оу, 2) 的 值 , 而 $(y,t) 是 在 下 述 意义 下 描述 
当 z 一 00 时 五 (z,y,t) 增长 的 函数 , 即 当 2 一 оо 时 , F(z,y,t) ИЗ (у, 1) 1+. 
这 种 类 型 的 方程 对 ! = 2 (а = 1) 的 情形 也 成 立 . 

М. И. 维 希 克 和 Л. А. 柳 斯 捷 尼克 的 研究 曾 由 К. А. ЕЛ (К. А. Касы- 
мов) 所 推广 (例如 , №, [35, 36]). 

方程 组 (4.381) 可 以 看 成 (4.431) 的 特例 , 为 此 只 须 取 = Ца = 0), wy,t) = 
A(y,t), с= 21 即 可 . 这 时 由 (4.432) 即 得 


уо Дуо 
1 = А(у, 0)ау, 
2—1 人 (у, 0)ау 
ХУЧ ў = УИ (4.395) 一 致 , 因为 为 = уо + Дуо. 


总 之 , у(ь и) ЗВАНИИ ЕЧЕН НЬ АЕ, 但 是 渐 近 解 的 特性 在 非 线 性 
情况 下 是 相当 复杂 的 , 至 今 尚 无 利用 上 述 的 简单 算法 描述 过 . 
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本 章 考虑 如 下 形式 的 积分 -微分 方程 


п = F(z,y, J,t, 1), 2 = f(z,y, ЛЬ), О<Е<Т, (5.1) 


其 中 и > 0 仍 为 小 参数 , z Му (以 及 正和 у) 分 别 为 M М т 维 的 向 量 函 数 , 而 
Ј = [ К(1,з,2(8, и), у(з, и), и)аз; 
0 


о 或 者 等 于 Т (Fredholm 型 方程 ) 或 者 等 于 t (Volterra 型 方程 ), К 为 ! 维 的 向 量 
函数 . 

近年 来 , 在 第 三 章 和 第 四 章 中 对 于 微分 方程 研究 的 许多 结果 都 搬 到 (5.1) 形式 
的 积分 -微分 方程 上 来 ( 见 [10]). 特别, м. И. 依 马 纳 利 耶 夫 (М. И. Иманалиев) 
在 [34] 中 曾经 对 方程 (5.1) 的 解构 造 了 (3.24) ~ (3.26) 形式 的 渐 近 展开 ; 这 时 在 第 
三 章 89 中 陈述 的 构造 渐 近 展开 的 算法 经 过 不 太 复杂 的 变化 而 保持 下 来 , 并 将 在 本 章 
817 中 详细 地 讨论 . 

对 于 积分 -微分 方程 来 说 , 除了 类 似 于 微分 方程 解 的 渐 近 性 质 的 那些 通常 性 质 的 
问题 之 外 , 还 提出 了 一 些 有 趣 的 问题 , 它 是 由 于 方程 中 积分 项 的 出 现 而 改变 了 微分 
方程 解 的 某 些 “熟悉 ” 的 性 质 . 这 种 类 型 的 问题 将 在 818 中 讨论 . 


817. 初 值 问 题解 对 小 参数 的 渐 近 展开 
1. 构造 渐 近 展开 式 的 算法 ”对 于 方程 组 (5.1), 我 们 给 定 初始 条 件 


2(0, и) = 2°, 0(0, и) = 0, (5.2) 
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并 考虑 构造 问题 (5.1), (5.2) 关于 小 参数 и 渐 近 展开 式 的 算法 , 这 时 暂且 不 叙述 使 得 
这 种 构造 得 以 进行 的 条 件 . 像 在 89 那样 , 我 们 寻找 如 下 形式 的 解 
t 


зьн) = и) + Пати), т, (5.3) 

其 中 
z(t, и) = Tolt) + HE1(t) + + EERE) +, (5.4) 
ITIz(7, и) = Iloz(7) + иПах(т) + + Hz(T) +... (5.5) 


(х 仍然 既 表 示 z, 也 表示 у). , 
将 (5.3) 代入 J 的 表达 式 , 并 将 J = / К(6, 8,2 + Пл, у + Пу, 1)ds 表示 成 类 似 
0 
于 (5.3) 的 形式 , 亦 即 


J = Дь в) + Пт, м); (5.6) 
为 此 , 我 们 首先 将 K 写成 类 似 的 表达 式 
К=К(Ьз, и) ПК(Ь в, п), с = 也 (5.7) 


这 可 按照 构造 Р=Е+ПЕ 时 ( 见 89) 的 规则 进行 构造 , 亦 即 
К(Ь s, 2, у, и) = К(Ь ѕ,2(8, и), (8, и), и) 
+[К(& op, (ош, и) + Па(о, и), (ор, и) + По, и), и) 
—К(Ь ср, 2(о р, и), (ар, и), и)] 
= K(t, з, и) ПКР, о, р). 
将 ти) 和 Iz(r и) 的 级 数 (5.4) 和 (5.5) 代入 (5.8) 之 后 , 然后 我 们 就 可 以 将 
К з, и) 和 ILK(t,o, и) 表示 成 и 的 害 级 数 形式 . 对 于 КОА, з, и) 我 们 有 


КЦ, 8, и) = Kolt, 5) 十 pK1 (ё, 8) ++ и Кь(2, 8) 十 (5.9) 


(5.8) 


其 中  _ 
Kolt, 3) = К( ѕ,20(5), yo(s), 0), 
Кь(ь 8) = K,(t, ѕ)=(8) + Ку(Ь зуу, (8) + Вь(Ь 3), k=1,2,.... 
和 矩阵 К. (1.5) 和 К, (ё, з) 的 元 素 是 在 点 (t,s,z0(s),Do(s),0) 处 取 值 , 而 向 量 Ri(t, з) 
是 通过 2:(3),9. (3), i = 0,1,.… ,kk 一 1, 按 确定 的 方式 表示 . 
对 于 IIK(t,o, ш) 可 得 级 数 


ПК (о, р) = IIo 开 人 ac) 二 HAIHIK(a) 二 :十 HETIE(Go 二， (5.10) 
其 中 


| Пок(ь в) = К(ё, 0, 20(0) + По (о), y0(0) 十 Ноу(о), 0) — К(ь 0, 20 (0), yo (0), 0), 
ПьК ($0) = К,(,0)П1,2(0) + К,(,о)П,у(о) + Sk(t,0), k=1,2,..., 
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这 里 矩阵 К.(0) 和 Ку о) 的 元 素 是 在 点 (2,0, 20(0) + Пог(о), 9 (0) + Поу(о),0) 
处 取 值 , 而 向 量 5,07, с) 是 通过 Iliz(c),Hiy(o, i = 0,1,… ,k 一 1 按 确定 的 方式 
表示 . 

现在 利用 表达 式 (5.7), 即 可 得 到 (5.6). 对 于 a = Т 的 情形 有 


T T T 
7=|/ ras= | Kl,s ast | ПК (2, с, п) 4$ 
0 0 0 
т _ T/p 
- | Rls nas | ПК (t,o, jp)do 
0 0 
了 со со 
- | Rts ast | Ko na и | ПК (в, jp)do. 
0 0 Tp 


在 下 面 的 第 2 段 中 将 证 明 , 在 满足 相应 的 稳定 性 条 件 (5.26) 之 下 , Чо 一 оо 时 ， 
П, (ё, с), Е = 0,1……， 以 指数 式 衰减 ; 因此 上 式 中 的 广义 积分 收敛 , 而 最 后 一 项 可 以 
忽略 , 因为 当 и 一 0 时 , 它 的 量 阶 为 O(e-"7T/4), 这 是 与 и 的 任 一 究 次 相 比 都 可 以 略 
去 的 小 量 . 因此 在 a = Т 的 情况 下 , 最 后 我 们 得 到 J 的 表达 式 (5.6) 只 由 了 人 由 组 
成 , 而 不 包含 IIJ(7, и), 即 


T Т oo 
Ј = ] Каз = ] К(ь з, и)ӣз + "| ПК(#, о, џ)ас = Ј(, и). (5.11) 
0 0 0 
对 于 а = 的 情形 有 
$ + т 
Ј = ] Каз = ] К ($, $, и)аѕ + ПА (t,o, р)ӣѕ 
0 0 0 
t 十 oo со 
= ] K(t,s, џ)аѕ + р ] ПК (о, џ)іс — р / ПК (тр, о, Wdo 
0 0 т 
= Ј(Ё, н) + Пг, ш), 


其 中 


JJ 站 def [ ке, в, и)аз 十 „| ПК (Ф, о, џ)ас, 
0 wo 0 (5.12) 
Пт») 1-м | пто). 
将 Кез, и) 的 级 数 (5.9) 和 IIK(t,o,4) 的 级 数 (5.10) 代入 (5.11) 和 (5.12) 中 的 
积分 , 并 将 (5.12) 第 二 个 等 式 中 的 项 ПьК (тр, о, ш) 展开 成 ш 的 震级 数 ， 从 而 即 得 
J(t,p) 和 ПЛт, и) 关于 的 其 级 数 的 表达 式 


Ји) = (0) + pt) + + ик (® +, (5.13) 


Пт, и) = По (т) + мы (т) +... + и Пт) + ..., (5.14) 
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其 中 
70) = [ Ко (3) (ат, (5.15) 


а оо ` 
20 = | Кыз) | Пь_1К(,0)40, К=1,2,..., 
0 0 


По (г) =0, п: = – / ~ HoK(0,0)do, 


渐 近 展开 的 进一步 构造 像 在 89 中 那样 进行 , 将 z = = + Пл, Л = 了 +HJ 代入 
(5.1) 之 后 , 并 将 方程 组 (5.1) 右 端 写成 类 似 于 (5.3) 的 形式 , 对 于 F 来 说 , 这 个 变换 
可 写成 (对 于 f 完全 一 样 给 出 ) : 


F(z+Iz,9+ Пу, 7 + ПЛ, р) = F(z(t,p),9(t, и), Јн), ъи) 


+[Е(# (тр, р) + Па(т, и), (ти, и) + Пут, и), (тр, и) + Пт, р), тр, и) 


-Е(2(тр, и), (ти, и), (ть м), ти, и)] = Е+ПЕ. 
因此 我 们 有 в п ж а 
УА РА —_ == ау ау _ 一 
+ = Е + ПР, па + ас pf + нп}, (5.16) 


(第 二 组 方程 预先 乘 以 jy). 

在 (5.16) Ч т, Пе, 7, ПЛ, 用 对 应 的 级 数 (5.4), (5,5), (5.13), (5.18) 代入 , 并 
ЖЕ, IIF, 了 ， 和 Пу 表示 成 类 似 的 р ИЕ, 我 们 写 出 五 和 IF 的 这 种 类 型 级 
数 , 至 于 了 和 П/ 完全 类 似 . 对 于 РАЗН 


Р-Р + ИР +. БиР, 
其 中 


Fo 一 Е (20(#), 90(8), Jolt), t 0), 
Fi = Р.а) + РО, РЛЫ) +0), в=1,2,---; 


ЖЕЕ Р, (0), Е,(0), РАЮ 的 元 素 均 在 点 (2008), 90(0), Jolt),t,0) 处 计算 , 而 向 量 及 全 
是 通过 z(t), 5(t), Jilt), t= 0,1,.… ‚Е —1, 按 确定 的 方式 表示 . 
对 于 ПЕ 可 得 级 数 


ПЕ = ПЕ+ М Е+...+ ^^ ПьР+..., (5.17) 


其 中 Е 
ШР = Е(20(0) + По2(т), (0) + Поу(т), Јо(0), 0, 0) 
—F(z0(0), 70(0), Јо(0),0, 0), 
П.Е = Е, (т)Пь2(т) + Е,(т)Пьу(т) + Сь(т), k= 1,2,.…: 
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ЖЕ Р, (т), Б,(т) 的 元 素 均 在 点 (20(0) + Пог(т), 9о(0) + Почт), Ј0(0),0,0) 处 计算 ， 
而 向 量 С (т) 是 通过 П,2(т), Пиу(т), i = 0,1,… ,一 1, 按 确定 的 方式 表示 . 

现在 比较 等 式 (5.16) 两 端 关 于 и 辐 次 宕 的 系数 , 并 且 像 在 第 三 章 那 样 , 将 关于 
变量 上 和 变量 т 的 方程 分 开 , 即 得 确定 殉 伯 ,HIkz(7), К = 0,1,2,... , 的 方程 . 

对 于 zo0(t) 有 


0= Fo < F(z0(t), yolt), » [к + 8, Zo(s), yo(s), 0)аз, t, 0), 
(5.18) 


Wh у 7 уа) 0, [ К(@, ,20(8), 0(s), 0)ds, 0,0). 


这 个 方程 组 显然 是 原来 方程 组 (5.1) 的 退化 方程 组 , 亦 即 可 从 (5.1) 中 令 р = 0188]. 
与 原来 的 方程 组 相 比 , (5.18) 的 阶 数 是 降低 了 , 因为 第 一 组 方程 已 成 了 积分 方程 . 对 
于 Hoz(z) 可 得 方程 组 

dlloz def 


= ШЕ = F(z0(0) + По2(т), 0(0) + Поу(т), Jo(0), 0,0) 
—F(zo(0), yo(0), Ло(0), 0, 0), (5.19) 
4Поу _ 0 
ат ` 


从 Јо(0) 的 表达 式 (5.15) 得 出 , 若 a = 1, 则 有 7000) = 0; Жо = Т, 则 有 Љ(0) = 
[Г Ko(0,s)ds = Ј К(0, з, 20(3), 9 (3),0)4. 无 论 这 两 种 情况 的 哪 一 种 ， 关 于 
Пос (т) 的 方程 组 (5.19) 都 是 纯粹 微分 方程 组 . 

为 了 确定 欧 介 ,Hhz(r), К = 1,2,…, 我 们 得 到 的 是 线性 方程 组 , 其 中 对 于 2,00) 
为 积分 -微分 方程 , 而 对 于 Ikz(r) 是 纯粹 的 微分 方程 : 


2 + = Р, 2 Р, (0)26(0) + F(t) + F(t) | [К (6 з)2ь(в) 


+К,(, з), (з) + Е (2, ade+ [7 Пь1К(ё, да} + F(t), 
(5.20) 
Зь а, то) + OT) +756 || 区 -sj 


+К, (4, вур, (8) + ть, s)]ds + Г Пь_:К(,0)42 ло, 
其 中 re(t,s) 和 在 7, ЗЗА О 具有 在 上 面 叙述 过 的 R(t,s) 和 在 Р, 表达 


式 中 的 F(t) 一 样 的 意义 . 


ты = = ПьР “Е, (т)Пьс + Е/(т)Пьу + Съ(т), 


айу _ 
ри = Пь1], 


这 里 HA_ ;yj 是 类 似 于 (5.17) 在 Hf 展开 式 中 jy*-! 的 系数 . 


(5.21) 


* 164 第 五 章 积分 -微分 方程 的 奇异 摄 动 


为 了 从 方程 (5.18) ~ (5.21) 确定 趟 划 ,Ixz(r), 还 需要 给 出 初始 条 件 . 像 在 第 三 
章 69 中 那样 进行 推算 之 后 , 我 们 可 得 


yo(0) = у”, (5.22) 

9%» (0) = Г П, ао, (5.23) 

По2(0) = 29 — 20(0), Поу(0) = 0, (5.24) 

П,2(0) = —2к(0), П,у(0) = 一 [Г Пь јас, k=1,2,.... (5.25) 


(我 们 注意 到 由 于 在 (5.18), (5.20) 中 的 第 一 组 方程 都 是 积分 方程 , 因此 对 于 z(t), К = 
0,1,…, 不 需要 给 出 初始 条 件 ) . 逐次 求解 问题 (5.18), (5.22); (5.19), (5.24); (5.20), 
(5.23); (5.21), (5.25) 之 后 , 即 可 确定 展开 式 (5.4), (5.5) 的 系数 . 


2. 关于 Volterra 型 方程 的 余 项 估计 我 们 将 考虑 Volterra 型 (a = t) 积分 项 
Ј 的 方程 组 (5.1), 我 们 叙述 使 得 在 上 段 中 所 进行 的 形式 构造 成 为 可 能 的 条 件 . 像 在 
第 三 章 那 样 , 所 给 条 件 将 对 两 个 方程 组 起 基本 作用 : 退化 方程 组 (5.18) 和 边界 层 零 
次 近似 函数 的 方程 组 (5.19). 由 于 在 (5.18) 中 的 第 一 组 方程 是 非 线性 积分 方程 , 因此 
问题 (5.18), (5.22) 或 者 有 一 个 或 几 个 解 , 或 者 为 超 定 方程 . 


I 假设 = (8,35 (® # (5.18), (5.22) 定义 在 0<t<T 上 的 一 个 解 . 
考虑 其 元 素 为 м ,j= 二 1,… ,M, 且 在 点 


(в, (о, Ј козо), о) 

处 取 值 的 矩阵 2,00). 以 А00), = 1,---, М, 记 为 Fz(t) 的 特征 值 . 像 在 第 三 章 那样 
( 见 (3.22)), 作为 基本 要 求 之 一 , 我 们 引进 如 下 的 稳定 性 条 件 : 

П. 假设 : 

Ве»: (1 <0, Н0О<Е<Т, #=12,...,М. (5.26) 

我 们 现在 转 到 方程 组 (5.19), 由 (5.19) 的 第 二 组 方程 , 并 考虑 到 初始 条 件 (5.24)， 

即 得 
| По(т) =0, Жт>20; 

又 因为 在 Volterra 型 方程 的 情况 下 有 Jo(0) = 0, 所 以 对 于 Hoz(r) 可 得 微分 方程 


dlloz 
3 = Р(®(0) + Пог,90(0),0,0,0) — F(zo(0), 0(0), 0,0,0) 


一 F(zo(0) 十 IIoz， у, 0,0, 0), 


(5.27) 
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以 及 初始 条 件 ( 见 (5.24)) 
. По2(0) = z0 — z0(0). (5.28) 
方程 组 (5.27) 在 这 里 起 了 在 第 三 章 中 辅助 方程 组 (3.43) 同样 的 作用 . 因为 由 (5.26) 
有 Re 入 (t) < 0,1 = 1,2,..., М, 因此 向 量 Поз = 0 是 方程 组 (5.27) 的 渐 近 稳定 奇 
点 . 也 像 在 第 三 章 那样 , 在 此 假设 满足 如 下 条 件 : 

ПІ. 假设 Hoz(r) 的 初 值 22? 一 Zz0(0) 属于 奇 点 Шо: = 0 的 影响 域 , 亦 即 问题 (5.27)， 
(5.28) 的 解 Hoz(7) 当 了 一 co 时 趋 于 零 . 

为 了 后 面 的 讨论 , 我 们 引进 如 下 的 点 集 (我 们 理解 {z : 9} 是 表示 具有 性 质 9 
的 所 有 点 z 的 集合 ) : 


So = {(Ь 8,2, у, и): 0<Е<Т; з= 0; 2 = 20(0) + Поз(т),т > 0; у= у; р= 0}, 
502 = {(& 8,2, у, и): 0<8<#< Т; 2 = 20 (5); у = (3); и = 0}, 

Гол = {(2,9, ЛЬ): 2 = 20 (0) + Пог(т), т > 0;у=у; 7 = 0;1= 0; р= 0}, 
Гоз = {(а,у, ъи): 2 = 20 (1); у = (8); Ј = 7000); 0<#<Т; р = 0}, 


其 中 То “ ] ки, 8, 20(5), 90 (3), 0)аз. 我 们 以 So 记 501 和 So2 的 并 集 , 以 Lo 
То: 和 Го 的 并 集 . 我 们 还 要 求 满足 函数 К, РЖ f 光滑 性 程度 的 如 下 条 件 : 


ТУ. 假设 函数 KK(t, s,z,y, р) 对 其 所 有 变量 在 集合 50 的 某 个 ЕТ (п+1) 次 
连续 偏 导数 . 函数 Роу Льи) 和 函数 (ху, Льр) 对 其 所 有 变量 在 集合 Lo 的 某 
个 5- 管 中 (n 十 2) 次 连续 偏 导数 ，(6- 管 的 定义 参看 810 第 1 段 ) . 


一 般 来 说 , 条 件 IV 意味 着 函数 К, Е 和 f 在 零 次 近似 zo(t) + Hoz(r) 的 某 个 邻 
域 中 应 当 充分 光滑 . 

在 条 件 I ~ IV 之 下 , 我 们 确定 级 数 (5.4), (5.5) 的 系数 直到 包括 下 标号 码 为 m 
的 项 , 并 以 Хр (ё, и) 记 展 开 式 (5.3) 中 п 阶 部 分 和 , 即 


Х»(ь и) = Уи (00) + ez(7)). 
k=0 


定理 5.1 在 满足 条 件 I 改 V 之 下 , 硝 在 常数 jwo > 0 和 c> 0, 使 得 当 0<A 和 ро 
时 , 问题 (5.1), (5.2) 在 0<t<T 上 存在 唯一 解 z(t, 几 ), ур) 且 满 足 不 等 式 


п 


|126 и) – Х„(, Ш < си, OgtgT. (5.29) 


证 明 定理 5.1 的 证 明 可 以 按照 证 明定 理 3.1 时 的 同样 格式 进行 . 我 们 提出 证 
明 的 基本 步骤 , 并 同时 指出 在 定理 5.1 的 证 明 中 与 定理 3.1 相 比 较 的 那些 区 别 , 这 些 
区 别 基 本 上 是 一 些 与 方程 中 出 现 积分 项 有 关 的 技术 上 复杂 性 问题 . 
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因为 确定 边界 层 函 数 IHkz(7) 的 方程 (5.19), (5.21) 是 纯粹 的 微分 方程 , 所 以 完 
全 与 在 定理 3.1 中 一 样 , 可 以 证 明 满足 估计 


az(mlg се-^", Мт>20, k=0,1,..,n, 


其 中 c>0 和 > 0 为 某 些 常 数 . 
其 次 , 我 们 令 


(и) = zt, и) — 2.(, и), vt, pp) = yt, и) – Ү.(, и). 
Жа=и+ 2, у=о+у, КЛ (5.1), (5.2), 即 得 余 项 w(t, р), о(ё, н) 的 如 下 方程 : 
па = Fz(t, ри + Fylt, и) + Ел(ё, н) / К, (2, з, п)ч(в, и)аз 


t 
+F(t, в) ] Ку(+, з, р)о(в, и) аз + Gi(u, v, t, и), 
0 


А , (5.30) 
а = folt, ии + и) + filt, н) ] К.(, з, us и)а8 
+fr(t, 4) [ Kylt, з, 4)v(s, и)аѕ + С2(и, v, t, и), 
以 及 初始 条 件 
и(0, и) = 0, vw(0, 1) = 0, (5.31) 


其 中 和 矩阵 Е, (ё, и), Р, (Ф, и), Е (2, и), fz(t, и), ЛЬ и), filt, и) 的 元 素 都 是 在 点 (20(#)+ 
Пог(т), ӯо(6), Jo(t), ь 0) ЖИН, 矩阵 К.(Ьз, и) 和 К,(2, 5, и) 的 元 素 在 点 (6,5, 
20(8) + Пог(з/џ), yo(s), 0) 处 取 值 , 而 非 线 性 算 子 С, 和 Ga (不 难 写 出 其 明显 的 表达 
式 ) 具有 如 下 两 条 类 似 于 定理 3.1 中 G1 和 G2 的 性 质 : 


1. 当 0g<tgT,0<y< po 时 有 
| С1(0, 0, 1, и) | < ср", 
| С2(0,0,& и) [| < си"! + pre М"), 
(关于 常数 ck 和 ро, 在 第 三 章 510 中 的 第 3 段 的 注 1, 2 和 4 仍然 有 效 ) . 

2. 对 任意 给 定 的 > 0, 存在 5 = 6(e) 和 цо = ро(=), 使 得 如 果 当 0 和 sg<t< 
Т,0<р< ро Ж | wi(s, и) |< 5, | чо(в, д) 1< 5, | о (8, p) lg 5, | о (з, д) 1< 9, 则 
如 下 不 等 式 成 立 : 

| С:(ш, ә, і, и) 一 С; (из, 0,4, и) | < Е oe [ | ил (3, и) ЕЕ и2(8, и) | 


+] 91 ($, №) — v2(s, ш) |], 1 一 1,2. 
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我 们 用 更 (bs, и) 记 齐 次 方程 组 


аф t 
и: = Р,(,и)® + Ptt, » | К» (6, р, и)Ф(р, в, муар, 0<=<1<Т (5.32) 
3 


a 
满足 条 件 Ф(5, р) = Ем (М x М 阶 单位 矩阵 ) 的 矩阵 解 , 而 以 亚 (t, в, р) 记 类 似 的 
齐 次 方程 组 


аф t 
иа = fz(t, и) $ + ЛЬ в [ К,(ър,и)® (р, з, и)ар, 0<8<1<Т 


满足 条 件 9 (5,5, р) = Е, (т х т 阶 单位 矩阵 ) ВОНАЯ. 
显然 , М оз <Е<Т, 0 <р< ро Н | (6, з, в) |< с 对 于 $(6 в, п), 我 们 


| 证明 它 满足 如 下 估计 


| os |< elte "|, осаат, 0<p<po. 
为 此 , 代替 Ф(Ь з, и) 的 积分 -微分 方程 (5.32), 我 们 考虑 如 下 的 等 价 积分 方程 
gs 加 = Ult,s Е [во [к.е у®(а, э, и)адја 
‚5, И ‚3, И 。 ‚р, И ЈР, и А 209, 4,8, И р 
004, в,џ) +/ H(t,p, и)®(р, з, пар, 
其 中 U(t, з, п) 为 矩阵 初 值 问题 


ап 
т = F(t,n)U, 0(5,5, и) = Ем, О<8<#<Т 


的 解 ， 而 H(t,p,p) = > / 0 (2,4 и)Е (а, и)К.(9,р,и)да. 回想 在 第 三 章 中 ( 见 
(3.96)), 对 于 U(t, з, и) 我 们 曾 证 明了 估计 
10(, 8, ш) < ce "09/8, OgsgtgT, 0<pg ио; 
由 此 容易 得 出 核 五 (#,p, и) 的 有 界 性 : 
|Н(Ьр,и)| <с, OgpgtgT, 0<pg po. 


由 核 H(t,p, п) 的 有 界 性 , 即 可 推出 它 的 预 解 式 R(t,p, и) 的 有 界 性 . 利用 Вр, и), 
可 将 上 面 得 到 的 关于 Ф, з, ш) 的 积分 方程 的 解 写成 如 下 形式 ( 见 (3.57)) 


t 
Ф(Ьз, и) = О (ё, s, и) + ] R(t, р, и)О(ф, s, пар. 


由 此 以 及 0 (6,3, и) 的 指数 式 估计 和 R(t,p, п) 的 有 界 性 , 直接 推出 关于 $3, р) 的 
所 需要 估计 . 
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利用 矩阵 @(t, sp) 和 (6, ,办 ), 我 们 可 用 如 下 的 等 价 积分 方程 组 (参看 [11]) 
чьи) = | ез вео) + Ре) | Коба) tap 

Чушь вида“ || [оао + (зида (uv, вр] 4 
уе = | Ves [fs us + еи) { Kalesp up ap 


+С2(и, о, 8, Р] аз 3 [ | at 8, и)и(3, и) + 9 ($ з, 4)G2(u,v, в, 月 43, 
0 
(5.33) 
来 代替 满足 初始 条 件 (5.31) 的 方程 组 (5.30), 其 中 


1 t 工 
Кази) = Об, Ви) + / 060,9. )Ру( КУ, pdp, 


而 Ко(+ з, 4) 有 类 似 的 表达 式 . 

像 把 方程 组 (3.94) 变 成 (3.102) 那样 , 我 们 也 把 (5.33) 变 成 类 似 于 (3.102) 那 种 
形式 的 积分 方程 , 然后 就 像 在 定理 3.1 中 那样 运用 逐次 到 近 法 , 即 可 证 明 问 题 (5.30)， 
(5.31) 解 的 存在 唯一 性 以 及 得 出 佑 计 


lu №) < си", v(t м) < сы", РОТ, Осик ио, 


由 此 立即 得 到 (5.29). О 
练习 ”对 定理 5.1 进行 详细 证 明 . 


Ж 对 于 Fredholm 型 (a = Т) 的 方程 , 其 余 项 估计 也 可 以 用 类 似 的 方法 进行 , 这 只 要 补充 
要 求 在 渐 近 构造 和 余 项 估计 过 程 中 产生 的 某 些 线性 积分 算 子 不 位 于 谱 上 即 可 . 
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1. 问题 的 提出 ”在 817 中 得 到 的 结果 说 明 , 当 满 足 稳定 性 条 件 (5.26) 时 , 对 于 
满足 初始 条 件 的 奇 摄 动 积分 -微分 方程 组 , 其 解 的 渐 近 性 质 完全 类 似 于 在 第 三 章 讨 论 
的 纯粹 微分 方程 组 奇 摄 动 初始 问题 解 的 渐 近 性 质 . 这 两 个 问题 解 的 渐 近 展开 也 有 同 
样 的 形式 , 其 差别 仅 在 于 积分 -微分 方程 解 的 渐 近 展开 式 系数 的 方程 比 微分 方程 情况 
更 为 复杂 些 . 因此 可 以 说 , 在 所 考虑 的 问题 中 , 在 方程 中 增加 的 积分 项 只 导致 构造 渐 
近 展 开 式 算法 的 某 些 复杂 性 , 而 并 没有 改变 解 的 定性 性 质 . 

在 本 节 将 考虑 另 一 种 类 型 的 问题 , 这 时 在 微分 方程 中 增加 积分 项 之 后 将 导致 解 
在 人 性质 上 的 定性 变化 . 为 了 运算 简单 起 见 , 我 们 将 只 讨论 一 个 数值 的 线性 方程 ; 虽然 
所 考虑 的 现象 对 更 复杂 的 方程 也 成 立 , 这 在 В. Ф. 布 图 索 夫 的 工作 [7, 8] 中 有 详细 
的 讨论 . 
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我 们 在 区 间 0 < t < Т 上 考虑 线性 微分 方程 
dz 
Ра 
其 中 4(t), B(t) 和 z(t, п) 都 是 数值 函数 , 并 假设 A(t) 和 B(t) 均 为 连续 函数 (在 下 
面 构造 解 的 渐 近 展开 式 时 , 我 们 将 假设 它们 是 充分 光滑 的 ), ПЛОТ 
A(t) > 0. 
对 z(t,p) 在 点 上 = 了 处 给 出 定 解 条 件 


= —A(t)z+ ВВ, (5.34) 


2(Т, ш) — 20. (5.35) 


由 于 4(t) > 0, 因此 问题 (5.34), (5.35) 的 解 当 и 一 0 时 , 显然 在 半 开 区 间 0 <ts 和 了 7 
上 趋 于 无 穷 . А 
现在 我 们 在 方程 (5.34) 中 增加 积分 项 ] Кё, 3) 2(8, и)аз, 这 里 a ЖР 1 
0 
Т, 而 К( 3) 为 连续 核 (下 面 将 假设 它 是 充分 光滑 的 ) . 为 了 确定 起 见 , 我 们 将 只 考 
虑 ac=t( 当 aw= 了 时 ,类 似 的 结果 也 成 立 ) . 我 们 有 方程 
аг _ 
ир = 
于 是 问题 (5.36), (5.35) 的 解 z(t, ш) М и 一 0 时 , 其 性 态 于 问题 (5.34), (5.35) 的 解 
相 比 较 完 全 是 另 一 个 样子 , 即 满足 如 下 极限 等 式 


-А(#)2 + [ K(t, s)z(s, и)аз + B(t). (5.36) 


lm 2( и) = zo(t), 0<tgT. (5.37) 
但 是 20 (8) 不 是 退化 积分 方程 
0= —-А(#=( + [ К(+, s)z(s)ds + B(t) (5.38) 
0 


的 解 , 而 是 由 某 个 具有 (5.38) 形式 但 自由 项 不 同 于 B(t) 的 积分 方程 所 确定 ( 见 下 面 
的 (5.40)) ; 此 外 , 在 点 t= 0 的 邻 域 中 , Я 2(6 р) 的 性 态 像 (и; 这 里 П2(#/и) 
是 一 个 当 t= 0 时 不 为 零 , 而 当 t > 0 时 指数 式 衰减 的 边界 层 函 数 . 

我 们 从 定性 上 来 说 明 如 何 产生 这 种 现象 . 对 于 方程 (5.36), 我 们 考虑 一 个 具有 无 
穷 大 (Ч и 一 0 时 ) 初 值 的 辅助 初 值 问题 , 即 求 方程 (5.36) 在 + = 0 处 满足 给 定 条 件 


2(0, и) = 2, а #0 (5.39) 


解 的 问题 . 直观 上 , 显然 这 个 问题 的 解 在 点 t = 0 的 某 个 小 邻 域 中 将 接近 于 微分 方 
程 по: = -A(0)z 的 解 46 这 个 方程 是 从 (5.36) 得 到 的 , 这 只 要 在 它 的 右 
端 仅 保留 第 一 项 , 并 令 + 二 0 (这 对 于 具有 无 穷 大 初 值 的 微分 方程 初 值 问题 也 同样 成 


. 170. 第 五 章 积分 -微分 方程 的 奇异 摄 动 


立 , 见 616). 由 此 还 得 出 , 当 t 很 小 时 (例如 , 当 +t 为 Аша |  =(и) 的 量 阶 , 这 里 
4 > 0 为 充分 大 的 量 ), 在 上 = 0 为 无 穷 大 量 的 解 z(t, и) 成 为 有 限 的 . 这 时 考虑 到 当 


e(4) 
t 二 0 时 xz и) 为 无 穷 大 量 , 于 是 在 小 区 间 [0, е(и)] 上 的 积分 Г K(t, s)z(s, и) аз 
щ р + 0 时 不 等 于 零 , 因此 如 果 在 积分 中 将 z(t， и) 用 它 的 近似 表达 式 je OW 代 
де, 则 可 得 出 积分 的 渐 近 表示 


К(,0) 
4(0) 


Г” К(1, ѕ)2(8, р) = а Е1(р), 
其 中 当 и 一 0 时 有 = (и) — 0. 

按照 上 述 推理 , 当 t = (п) 时 , 解 z(t, и) 成 为 有 限 的 , ТТГ + > = (р) (Ч р 
小 时 ), 解 z(t, p) 不 会 接近 于 退化 方程 (5.38) 的 解 z(t), 而 是 接近 于 方程 


К(ь0) 
А(0) 


0= –А(0) (0) + ] Ка, 8) 30 (8) 48 + В) + а (5.40) 


的 解 20(2). 
显然 , 由 于 z0(t) 是 线性 地 依赖 于 a, 而 z(T,p) 又 接近 于 зо(Т), 因此 当然 可 以 
相信 , 当 适 当选 择 a 时 , 问题 (5.36), (5.39) 的 解 z(t, и) 满足 定 解 条 件 (5.35). 


Ж 注意 到 由 于 函数 z(t, р) 本 身 当 р 一 0 时 有 无 穷 大 的 初 值 , 因此 积分 项 
[ К( s)z(s, Ads 
0 


从 当 上 = 0 时 为 零 变 到 当 t = (р) 时 为 不 等 于 零 的 量 (积分 项 的 跳跃 ), 这 完全 类 似 于 考虑 在 816 
中 的 函数 y(t, ш) 的 初始 跳跃 ( 见 定理 4.6 的 注 2). 

我 们 现在 转 到 对 问题 (5.36), (5.35) 的 详细 讨论 . 

2. 具有 无 穷 大 初始 解 值 的 辅助 初 值 问题 对 于 方程 (5.36), 我 们 首先 考虑 它 的 
带 有 无 穷 大 (У и 一 0 时 ) 初始 解 值 的 问题 , 即 在 + = 0 时 满足 给 定 条 件 


, а(и) 
(0) = = (5.41) 


这 里 а(н) М и — 0 时 可 以 表示 成 и 的 渐 近 震级 数 形式 
а(и) = а—1 + ра 十 ... + рар +. (5.42) 
我 们 将 求 问题 (5.36), (5.41) 的 如 下 形式 解 


z(t, п) = 2000) + p21(t) +: "(0 +... 


5.43 
Hai поб) + ныть © 
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在 (5.48) 中 , 项 ТП _1=(т) 的 出 现 是 与 无 穷 大 初始 解 值 有 关 . 将 级 数 (5.43) 代 人 方 
程 (5.36), 并 根据 在 $17 中 所 陈述 的 算法 , 将 它 写成 如 下 形式 


п (во и) +) + (Спа) + Поз(т) +--- + Мет) +...) 
= ~—A(t)(zo(t) + + рк2(0) +...) 

-A(rp)( Р Hz(7) + Hoz(r) + иКПа(т) + ) 

+ Кё, в) (30(s) + -+ 13k(s) +...) 
= [ К(Ь 中 (> П_12(0) + По2(о) + --- + и"Пь=(а) +. ао 
Т К(ти, ви) ао) + По2(о) +::: + и Пьг(а) +... )ar + В(#). 
" й (5.44) 

将 (5.44) 的 右 端 表示 成 р 的 寡 级 数 形式 之 后 , 在 等 式 (5.44) 两 端 比较 ш [ИЗЕН 
系数 (而 且 把 依赖 于 т 和 依赖 于 t 的 项 分 开 ), 像 前 面 曾 不 只 一 次 做 过 那样 , 即 得 确 
ХЕ П, 12(т), 2.(0), К = 0,1,… , 的 方程 . 用 类 似 的 方法 将 级 数 (5.43) 代入 初始 条 件 
(5.41), 并 用 表达 式 (5.42) 代替 а(и), 然后 比较 п ЕН, 即 可 得 到 级 数 (5.43) 


中 各 项 的 初始 条 件 . 对 于 IT_iz(r) 可 得 微分 方程 1-2 1 = -4(0)H_iz 及 初始 条 件 
H_iz(0) = a_1, 从 而 得 到 


П_12(т) = а-1ехр(-А(0)т), т20. ` (5.45) 
对 于 zo(#) 可 得 积分 方程 
0= A(t)zo(t) + [ К(Ь 3)20(3)48 + Г К(#,0)П_;2(0)ас + В(2). 
0 0 
将 I_iz(r) 的 表达 式 (5.45) 代 人 此 式 之 后 , 可 将 这 个 方程 写成 
zo(t) = [ Кі, s)zo(s)ds + folt), (5.46) 
0 


кб 8) Ко, ‚В 


其 中 K(t, 8) = ‚ №) = А(0) ° -1 + A 
于 是 方程 (5.46) 的 外 可 写成 (№, (3.57)) 


以 五 (t, s) 记 核 КО, s) 的 预 解 式 . 


20(® = fo(t) + |. R(t, s)fo(s)ds. 
将 0) 的 表达 式 代入 上 式 之 后 即 得 | 


20(ё) = A 16 0) + [ R(t, з)К (з, oa а1 + |20 + [ Е, da)! 中 
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由 于 R(t, з) 满足 已 知 的 预 解 式 方程 R(t, з) = К, з) + / R(t, p)K(p, s)dp, 所 以 а_1 


的 系数 等 于 К 以 а 记 上 式 右 端的 第 二 项 , И 20 的 如 下 表达 式 


20(#) = ИУ 

所 得 到 的 zo(t) 对 a_1 的 线性 依赖 性 将 在 下 面 基本 问题 (5.36), (5.35) 的 研究 中 用 到 . 

接着 可 以 顺序 逐次 确定 Пог(т), 21(#), Пи2(т), Zz2(t), .…， 为 了 对 每 个 让 确定 
Пь2(т), к= 1,2,..., 可 得 微分 方程 


ап, 2 
ат 


Ql + 20 (2). (5.47) 


= –А(0)Пь2 + Р. (т)е 409) 
以 及 初始 条 件 
Пь2(0) = ак — 2% (0) 
(Рег) 为 某 些 其 寡 次 不 超过 的 关于 т 的 已 知 多 项 式 ) . 由 此 得 到 


IIkz(r) = (ак — 2ь(0))е-^©)т + If Рио е А)". (5.48) 


为 了 对 每 个 确定 函数 2, (1), К = 1,2,..., 我 们 可 得 类 似 于 z(t) 的 方程 (5.46) 

的 积分 方程 ， 
天 人 ( 昌 = ] EK(t, з)2ь(з)аз + fr(t), (5.49) 

0 


其 中 


— 1 09 К(Ьо) /co р, 
№ = я [- 下 + тр ат Г” пае). 


(5.50) 
因此 方程 (5.49) 的 解 可 以 写成 


2.00) = (0) + ] | R(t, 8) Ло (в) ав. 
0 
由 此 及 应 用 (5.48) 和 (5.50) 之 后 , 不 难看 出 z(t) 线性 地 依赖 于 ok_1, 而 且 ак: 的 


系数 也 像 在 (的 表达 式 (5.47) фо, ВАНИЕ 00), тар 


(0) = в yy ак +00), (5.51) 


这 里 2. (8) 为 某 个 函数 . 关于 z(t) 对 ак 1 的 这 种 依赖 性 也 将 在 下 面 基本 问题 (5.36)， 
(5.35) 的 研究 中 用 到 |. 
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在 假设 4(b), B(b, 天 (bs) 为 充分 光滑 的 函数 之 后 , 我 们 可 以 确定 级 数 (5.43) 的 
系数 直到 包括 下 标 为 n 的 项 , 并 以 Z(t и) 记 级 数 (5.43) 的 п 阶 部 分 和 : 


Zt) = FH-12(r) + Уа) + Пг). (5.52) 
k=0 


定理 5.2 存在 常数 jo > 0 和 c > 0, 使 得 当 0 << po 时 , 问题 (5.36), (5.41) 
存在 唯一 解 z(t, п), 且 满 足 不 等 式 


[z(t, и) — 2.(6 и) < си", в О<ЕХТ. (5.53) 
证 明 解 的 存在 性 和 唯一 性 由 方程 (5.36) 的 线性 性 得 出 . 为 了 证 明 (5.53), ЗИП 
令 щь р) = 2 р) – 2.6 и). а =и+ 2, 代 人 方程 (5.36), 即 得 w(t,p) 的 方程 


па = Аи | ке, sls Was + Ни) (5.54) 
其 中 

нп) = А0206 и) + ] кц з)2,(в,иђав + BO – ФВ. 
将 2.6 и) 的 表达 式 (5.52) КЛ 五 (t, п) 的 表达 式 , 在 对 应 的 项 中 做 替换 t = тр, з = 
ср, 以 及 应 用 Ikz(r) 的 方程 ,k= 一 1,0,… ,n 和 z(t) 的 方程 , k= 0,1,… ,n 之 后 ， 
不 难得 到 估计 


ІН (ё, и) < ср, ЖО<ЕХТ, 0 <и ро. - (5.55) 
显然 , 对 于 (ё, ш) 的 初始 条 件 有 w(0,j) = (и 2а 1 十 …)/p, 从 而 有 
и (0, 4) < си", 对 0<p& po. (5.56) 
方程 (5.54) 的 解 可 以 写成 
щі, и) = B(t, 0, и) (0, и) 十 ] 1 о(ь, з,п)Н (в, 1)ds, (5.57) 
о А 
Н Ф( з, и) 为 齐 次 方程 


пе) ао) + | кор), оар 0<ә<е<Т, 
满足 条 件 Ф(з, s, ш) = 1 的 解 . 在 517 的 第 2 ВЕН, 对 于 更 (t, ѕ, п) 曾 得 到 不 等 式 
(2, з, 有 | < а+е(- (8) О<8<1<Т, Ох р. (5.58) 
利用 不 等 式 (5.55), (5.56), (5.58), 从 (5.57) 直接 得 出 
мё, м)| < си", о<Е<Т, О <рҳ ио, 


这 就 证 明了 (5.53) 及 定理 5.2 本 身 . О 
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з. 基本 问题 ”我们 现在 回 到 基本 问题 (5.36), (5.35). 为 了 求解 这 个 问题 , 我 们 
利用 在 第 2 段 中 对 辅助 问题 (5.36), (5.41) 构造 的 渐 近 解 . 我 们 用 z(t, а, ш) 记 这 个 解 . 
我 们 选取 a 使 得 z(t, a, и) 满足 条 件 (5.35), 因此 我 们 得 到 а 的 方程 


z(T, a, и) = 2°. (5.59) 
我 们 将 求 这 个 方程 的 如 下 形式 级 数 解 : 
а= а] + рас + -- + иар +... 


为 了 确定 系数 a_1,ao,… , 我 们 将 上 式 代 人 (5.59), 并 用 渐 近 展开 式 (5.43) 代 蔡 精确 
解 2(Т, а, и), 亦 即 应 用 在 8813,15,16 中 求解 边 值 问 题 时 同样 的 方法 . 由 于 在 点 上 = 了 
处 所 有 边界 函数 都 有 估计 |Пк=(Т/и)| < сехр(—кТ/и), 0 < к < A(0), 因此 方程 
(5.59) 取 如 下 形式 


20(Т) + иа (Т) + + zk(T) + = 20. 


比较 等 式 两 端 р 同 次 宪 的 系数 ,并 考虑 到 z.(T) 对 ak 1 的 依赖 性 ( 见 (5.47) 和 
(5.51)), 可 得 关于 а_1,а0,` 的 线性 方程 


(т) = а ал+ (Т) = 20, (5.60) 
zk(T) = а 1+ 2(7) =0, К=12..... (5.61) 


假设 R(T,0) 3 0, 于 是 方程 (5.60)，(5.61) 关于 а, 唯一 可 解 . 将 这 些 解 记 
作 ар, К = 一 1,0,1,…， 并 构造 由 公式 (5.52) 确定 的 函数 7, (0, п), 其 中 a_ = 
@_1, ,Qn = бп. | 
定理 5.3 如 果 В(Т,0) #0, 那么 存在 常数 jo > 0 和 c > 0, 使 得 当 0О<ихш 
时 , 问题 (5.36), (5.35) 存在 唯一 解 Z(t,j), 且 满 足 不 等 式 
12( в) — 2. м)| < си", ост. (5.62) 


证 明 首先 我 们 相信 , 问题 (5.36), (5.41) ИЖ z(t,a, и) 对 参数 a 的 导数 当 0 < 
< T, 0 << ро 时 满足 如 下 的 渐 近 表达 式 
дг(, а, и) _ д% 19712 , Olloz 
да 7 да + р да + да 


+ O(p). (5.63) 


实际 上 , 由 方程 (5.36) 和 初始 条 件 (5.41) 对 参数 а 的 求 导 即 得 2° = 的 方程 和 初 


始 条 件 
а /Oz 92 t Oz Oz 1 
Р" (>) 一 -469 (5) +/ К(Ь з) 2—48, Эа о == п 
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这 个 方程 与 原来 的 方程 (5.36) 是 同一 类 型 . 像 在 第 2 段 中 对 问题 (5.36), (5.41) 本 身 
那样 对 上 述 问题 构造 渐 近 解 , 即 得 (5.63), 而 且 有 


920 а R(t, 0) Olliz 
да A(0)’ | дда 


Ё 
163! 0<к< А(0), = –1,0. 


由 此 及 (5.63) 得 出 206) - О. 

因此 当 р 元 分 小 时 Fa £0. 

我 们 现在 考虑 方程 (5.36) 满足 初始 条 件 2(0,8.1,и) = т 的 解 z(4,6_1,1). 这 
时 由 于 曾经 选取 п. 使 得 z(T) = 20, 因此 当 t= 工时 有 z(T,a_1,4) = 20(T) 十 
Оби) = 290и). 从 而 解 ип) 满足 条 件 (5.35) 精确 到 О(и). ва 220260) 
2 0, 因此 存在 而 且 是 唯一 的 值 a = a(j) =а_, +О0(и) 使 得 等 式 zx 人 Ta 和 =20 成 
立 . 这 就 表示 方程 (5.36) 满足 初始 条 件 Z(0, и) = 2 的 解 (п) 满足 条 件 (5.35), 
亦 即 207, и) = 20. 于 是 定理 5.3 关 于 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 结论 得 到 证 明 . 

我 们 现在 来 证 明 不 等 式 (5.62). 我 们 考虑 当 а = (а), = 01 + ибо +: ра, 
时 的 解 z(t а, и). 由 于 方程 (5.60), (5.61), 其 中 上 = 1 2… ,n 十 1, 因此 对 于 这 个 解 
当 t= 荆 时 有 


z(T, (а)„, и) = Zo(T) + p21(T) + tan(T) + О(и"?) = 20 + О(и"?). 


由 此 及 220540) 关 0 得 出 不 等 式 Дао) — (加 | < си", 亦 即 对 于 a(p) 有 渐 近 表 


达 式 а(и) = 21+ Hz 十 … 二 Hpn+lan + О(и"+і) 成 立 . 于 是 由 定理 5.2 直接 推出 不 
等 式 (5.62). 定理 5.3 证 毕 . О 

ж ЕТ, 0) #0 是 定理 5.3 的 重要 条 件 . 若 ЕСТ,0) = 0, 则 可 分 成 两 种 情况 进行 讨论 : 当 
0 < t < 工时 或 者 KK(t,0) = 0, 或 者 KK(t,0) 3 0 可 以 证 明 , 或 者 在 问题 (5.36)，(5.35) № 
的 渐 近 展开 中 应 增加 形 如 ШЕИ) (k > 1) 的 边界 项 , 或 者 除了 出 现 这 种 项 外 还 应 增加 形 如 
к (0 的 项 (于 是 该 解 在 整个 区 间 [0, Т] 上 有 的 极点 ), 或 者 (当选 取 特 殊 的 z? (А 
时 ) 渐 近 展开 保持 (5.43) 的 形式 . 对 于 所 有 这 些 情况 , 读者 不 难 类 似 于 ЕТ, 0) # 0 情况 那样 进 
行 详细 的 讨论 . 


第 六 章 ”小 滞 量 微分 _ 差 分 方程 的 奇异 摄 动 _ 
问题 


519. 引 论 


本 章 将 考虑 一 类 像 在 第 二 章 ~ 第 四 章 中 研究 过 的 奇 摄 动 微分 方程 那样 存在 着 
渐 近 现象 的 方程 . 这 就 是 如 下 的 微分 -差分 方程 


y(t) = F(y(t), y(t — p),9(t — и), и) (6.1) 


这 里 y 和 下 是 М 维 的 向 量 函 数 , 5 表示 导数 ЕЯ (6.1) 中 既 含 有 未 知 函数 
y 在 自 变量 为 时 的 值 , 也 含有 未 知 函数 在 自 变 萝 等 于 1 _ /时 的 值 , 这 里 量 и 称 为 
偏差 (在 有 > 0 的 情况 时 称 为 灌 量 ), 它 既 可 以 是 常量 , 也 可 以 是 t 的 函数 , 甚至 可 以 
是 未 知 解 у 的 函数 . (6.1) 形式 的 方程 称 为 中 立 型 偏差 变 元 的 方程 (参看 [63]). 

我 们 将 讨论 当 偏 差 /为 常量 旦 为 小 参数 的 情况 .这 时 方程 (6.1) 的 基本 初 值 问 
题 是 : 确定 1 > 0 的 连续 函数 , 使 得 当 t > 六 时 一 般 说 除 点 上 = kp, 二 2,3,… 外 处 
处 满足 方程 (6.1), 而 当 0 < t < р ВРЕТ Е КИА y(t) : 


Уо<ь<и = $). (6.2) 


区 间 (0, и] 称 为 初始 集 , 而 p(t) 称 为 初始 函数 ， 

”求解 问题 (6.1), (6.2) 最 自然 的 方法 是 所 谓 的 “分 步 法 ”, 这 个 方法 容许 用 逐次 积 
分 无 偏差 微分 方程 的 办 法 对 问题 进行 求解 (在 上 面 所 给 定义 的 意义 下 ). 第 一 步 ( 当 
и<+< 2) 用 已 知 函数 p(t - п) 代替 方程 (6.1) 右 端 的 函数 y(t - 由 ,于 是 得 微分 


8$20， 构 造 问题 (6.1), (6.2) 解 的 渐 近 展开 算法 -. 177. 


方程 
y(t) = F(y(t), ФЕ — ш), p(t — и), и), (и << 2и) 


及 初始 条 件 
у(и) = Ф(и). 


用 y = (0) 表示 这 个 初 值 问题 在 区 间 [w, 2] 上 的 解 之 后 , 可 类 似 地 得 到 第 二 步 ( 当 
24 < t < Зи) 的 初 值 问题 


y(t) = F(y(t), pi(t и), Ф1(# — и), +, м), (2и << Зи), 


у(2и) = (20). 


继续 这 个 过 程 , 可 得 问题 (6.1), (6.2) 在 某 个 区 间 上 的 解 , 这 个 区 间 可 以 是 有 限 的 ， 
也 可 能 是 无 限 的 , 这 要 由 (6.1) 右 端 的 性 质 来 定 . 不 难看 出 所 构造 的 解 一 般 来 说 在 
t= Ер, 二 1,2,.… 处 有 角 点 , 即 在 这 种 点 上 解 的 导数 可 能 有 第 一 类 间断 . 

如 果 偏 差 р 与 所 要 确定 的 解 的 定义 区 间 比 较 起 来 很 小 那么 由 于 步 数 与 и 的 大 
小 成 反比 而 变 得 很 大 , 以 致 应 用 分 步 法 成 为 很 困难 的 事 . 因此 当 / 很 小 时 , 利用 渐 近 
方法 求解 问题 (6.1), (6.2) 就 变 得 很 有 意义 . 

4 j=0 时 ,方程 (6.1) 变 成 常 微分 方程 


9(2) = Fy(t), y(t), 9), t, 0), (6.3) 


其 解 由 初始 条 件 
y(0) = 2(0) (6.4) 


所 决定 , 因此 一 般 来 说 是 不 满足 初始 条 件 (6.2). 于 是 当 р = 0 时 也 像 方程 组 (3.18) 
的 情况 那样 ( 见 第 三 章 ), 出 现 丢 掉 定 解 条 件 的 问题 , 从 而 蕴涵 着 边界 层 现象 . 

当 /很 小 时 方程 (6.1) 的 渐 近 性 质 对 某 些 更 一 般 的 方程 也 存在 着 , 这 种 方程 在 
А. Б. 瓦 西利 耶 娃 的 [15, 17], В. И. 罗 日 科 夫 (В. И. Рожков) 的 [51, 52] 及 其 他 作 
者 的 工作 中 都 研究 过 (详细 文献 可 参看 [10]). 因此 对 小 偏差 / 构造 问题 (6.1), (6.2) 
解 的 渐 近 展开 可 以 完全 像 奇 摄 动 微分 方程 组 初 值 问题 (第 三 章 ) 那样 进行 , 这 种 构造 
将 在 520 中 讨论 , 而 余 项 估计 在 821 中 给 出 . 


$20. 构造 问题 (6.1), (6.2) 解 的 渐 近 展开 算法 


我 们 首先 考虑 形式 构造 , 而 不 叙述 实现 这 种 构造 的 条 件 . 为 了 对 问题 (6.1), (6.2) 
应 用 在 第 三 章 所 考虑 的 渐 近 方法 , 我 们 将 (6.1), (6.2) 写成 如 下 形式 的 方程 组 


z(t) = F(y(t), y(t — џ),2(0— и), и), = 2, и<1<Т, (6.5) 
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以 及 初始 条 件 


zlo<isp = Ф(0), И|о<е<и = p(t). (6.6) 


也 像 第 三 章 那 样 , 我 们 将 找 问题 (6.5), (6.6) 如 下 形式 的 解 (z 既 表 示 =, 也 表示 у) 


2 = (0,0) 十 Пат, и), т = Ир, (6.7) 

其 中 
F(t, р) = 20(0) + рек +: +“ +, (6.8) 
Пх(т, и) = Пох(т) + иПах(т) +... + и“Пьз(т) + ---. (6.9) 


我 们 将 利用 符号 [| 表示 如 下 意义 的 偏差 运算 : 对 任 一 变量 上 的 函数 v(t), 记号 [000)] 
表示 v(t 一 и), 亦 即 [v(tj = v(t п); 而 对 变量 т 的 函数 w(7), 记号 [w(7)] 表示 
ш(т — 1), 亦 即 [ш(т)] = ш(т 一 1). 

将 (6.7) 代入 (6.5), 并 将 所 得 等 式 写 成 


я ап 
+12 =ЁЕ+ ПЕ, ми + 0 = Ш + П), (6.10) 


这 里 无 和 IIF 用 与 第 三 章 同样 的 原则 确定 : 


F 一 Fylt, 4), 9(2, и), [z(t, и), і, и), 
ПЕ = Е(у(тр, в) + Пу(т, и), (ты, и) + Пу(т, и)], (тр, р) + Па(т, и), тр, и) 
-Р(9(ти, и), 9 (ти, и)), (ты, и), ть в). 


在 (6.10) 中 代替 和 Пг 用 级 数 (6.8) 和 (6.9) ЖА, 然后 将 Р Я ПЕ Ў р 
ВОЛЕН, 于 是 对 于 Е 有 级 数 


Е = 页 十 /再 | +: + Ерк, 
其 中 


Ро = F(yo(t), yolt), Zo(t), t, 0), 
Е, = Е,(2)9,(0) + Fry (ук (8) + РЕы(®зь(&) + Е.(0), К =12,... 


ЖЕЕ Р, (1), Ры(®, 2100) 的 元 素 是 在 点 (000), 7о(#), 2008), 4,0) 处 进行 计算 的 , Ш 
向 量 函 数 F(t) 是 通过 5.(t), КО = 0,1,… ,上 一 1 用 完全 确定 的 方式 表示 的 . 
对 于 пг 有 级 数 


ПЕ = Е+ИШЩЕ+:-: + ШПЕЕ +, 
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其 中 

ПоЁ = Р(90(0) + Поу(т), 90(0) + [Toy(r)],zo(0) + [Hoz(r)],0,0) 

—Р (9 (0), 90 (0), 20 (0), 0, 0), 

ПьР = Е(т)Пьу(т) + Ву(т)[Пьу(т)] + Еа(т)Пь=(т)] + Сь(т), К =1,2,... 
和 矩阵 Е, (т), Еи(т), Еа(т) 的 元 素 是 在 点 (加 (0) + Поу(т), 9о (0) + [Поу(т)], 20 (0) + 
[По2(т)],0,0) 处 进行 计算 的 , 而 向 量 函 数 Gi(7) 是 通过 П,у(т), [П.и(т)], [П:2(т)}, 
1 = 0,1,… ,k 一 1 用 完全 确定 的 方式 表示 的 . 

比较 等 式 (6.10) 两 端 关于 р 同 次 寡 的 系数 , 而 且 像 老 早 那样 , 将 依赖 于 上 和 依 
ЖТ т 的 各 自分 开 , 于 是 即 得 确定 F(t)， Пьх(т), Е =0,1,... 的 方程 . 

其 次 , 将 (6.7) 代入 初始 条 件 (6.6) 得 


z(t, шосе и + Hz(7, и) та = (0), 


y(t, вок + Пу(т, во << = Ф(#); 


利用 级 数 (6.8), (6.9), 将 这 些 等 式 写成 
Поз(т) 二 AIDz(T) +5610 = (ти) — 80 (тр) — н (тр) — + 
= {$(0) ~ 20(0)} + р{$(0)т — 20(0)т – 21(0)} +... 
(6+1) К к (ki) кі 
урт +..., (6.11) 
Поу(т) + Шт) +... ogre = p(TH) — (ти) — шу (ты) — +. 
= {$(0) — 9 (0)} + {$ (0)т — 9 (0)т — у, (0)} + .-- 
WO У р г 
т У (Е НТ 


我 们 将 利用 (6.11), (6.12) 式 来 确定 展开 式 (6.8), (6.9) 全 部 系数 得 到 初始 条 件 . 
对 于 zo(t), 由 (6.10) 有 | 


— 9% (0)} +.... (6.12) 


1—0 


2000) = Ро = Е(70(#), olt), zalt),t,0), (4) = 20(#). (6.13) 


显然 , 这 个 方程 组 是 (6.5) (或 者 原来 方程 组 (6.1) 本 身 ) 的 退化 方程 组 , 亦 即 它 是 由 
(6.5) 令 р = 0 得 到 的 . 与 (6.5) 不 同 , 方程 组 (6.13) 已 不 含有 偏差 . 如 果 消 去 z()， 
则 得 到 的 关于 (0) 的 方程 就 与 (6.3) 完全 一 样 , 而 且 显 然 这 是 一 个 没有 对 导 函 数 
olt) 解 出 来 的 常 微分 方程 组 . 对 于 уу 我 们 也 给 定 像 (6.4) 那样 的 初始 条 件 


90(0) = p(0). (6.14) 
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求解 问题 (6.13), (6.14) ВИЗ у, (#,2о(® (至 于 确定 哪 一 个 解 以 及 选择 的 原则 问题 将 
在 下 一 节 的 第 1 段 给 出 ). 
从 (6.10) 可 得 IHoz(r) 的 方程 


По2(т) = ШЕ = F(y0(0) + Поу(т), 90(0) + [Поз(т)], z0(0) + [Toz(7)], 0, 0) 
—F(y0(0), 90(0), z0(0), 0, 0)， “ (6.15) 


Поу _ 
ат 


比较 (6.12) 中 两 端 关于 и ЗНАЮ НИЗ Поу(т) 在 初始 集 上 的 值 


0. 


Поу(т)о<т<а = $(0) – 90(0) = 0. (6.16) 


为 了 确定 当 7 > 1 时 的 函数 Поу(т), 我 们 必须 求解 (6.15) 的 第 二 组 方程 , 它 在 r=1 
的 初始 条 件 由 (6.16) 即 知 为 
Поу(1) = 0. (6.17) 
求解 可 得 
Поу(т) =0, т> 1; (6.18) 
因此 有 
Поу(т) = 0, т>0. 


从 (6.15) 的 第 一 组 方程 可 得 по2(т) 的 差分 方程 
Пог(т) = Е(0(0), Ф(0), 20(0) + [По2(т)],0,0) – Е(+(0), (0), 20(0),0,0). (6.19) 


比较 (6.11) 两 端 关于 р КАЈ, 并 考虑 到 zo(t) 已 经 求 出 , 即 得 Пог(т) 的 初 
始 条 件 
Toz(7)locrei = $(0) – zo(0). (6.20) 


对 于 任意 > 1 ВИ (6.19), (6.20) 的 解 可 用 分 步 法 求 出 . 下 一 节 将 证 明 在 一 定 
条 件 下 , Пох(т) 和 其 他 末了 涌 数 具有 类 似 于 第 三 章 关于 边界 函数 所 得 到 的 指数 式 估 
Ў. 但 是 应 当 注 意 在 定性 上 本 章 函 数 Irz(r) 的 性 质 不 同 于 第 三 章 对 应 下 函数 的 性 
Ж. 在 第 三 章 中 下 函数 是 光滑 的 , 而 在 这 里 不 难 从 方程 (6.19) 看 出 , Ikz(r) 具有 阶 
梯形 性 质 , 亦 即 在 т = 1,2,3,... 处 有 一 类 间断 . 

为 了 确定 т.(0), Пьх(т), К = 1,2,…, 像 通常 那样 我 们 得 到 一 系列 的 线性 方程 组 ， 
对 于 Fk(t) 是 微分 方程 组 


| Zk(t) = Fk = К, (у, (8) + Fiy (к (8 + Ры(®ль (9 + Felt), 
(6.21) 


Vet) = 2% (0); 
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而 对 于 Hez(r) 是 微分 -差分 方程 组 
| П,2(т) = П,Е = Е,(т)Пьу(т) + Еи(т)Пьу(т)] + Fta (TTRz(7)) + Gx(7), 


апу 
ат 


= Пь12(т). 

(6.22) 
为 了 求解 这 些 方程 组 , 我 们 必须 给 出 定 解 条 件 , 这 可 从 (6.11) 和 (6.12) 用 如 下 办 法 
求 出 , 像 在 第 三 章 那 样 我 们 要 求 当 7 оо 时 有 Iay(r) 一 0, 于 是 由 (6.22) 的 第 二 组 
方程 当 т > 1 时 可 得 


Hky(7) = 一 ] т Пь_12(8)з, У т> 1, (6.23) 
由 此 得 到 > 
пи == / П, _12(8) 48. (6.24) 
现在 比较 (6.12) 两 端 y* 的 系数 即 得 
ОА ИВ О 


Пытка = р - ”人 (0). (6.25) 


1=0 


在 (6.25) + т=1, 并 考虑 到 (6.24) НИЕ 


(К) 0) 天 一 荆 900—0 (0) oo 
700) = ® a -2 И + / П, lz(s)ds. (6.26) 


找 出 了 7,(0) 之 后 , 由 等 式 (6.25) 函数 Пьу(т) 在 初始 集 上 就 确定 了 , 因此 Пьу(т) 也 
就 完全 确定 了 . 
对 于 2,00) 显然 不 必 给 出 定 解 条 件 . 求解 问题 (6.21), (6.26) ВИЗ ӯ, (8), 2.(0). 
НАХ, 因为 Hky(r) 已 经 由 等 式 (6.25), (6.23) 所 确定 , 所 以 从 (6.22) 的 第 一 组 方 
程 即 得 关于 Hkz(r) 的 纯粹 差分 方程 , 其 初始 条 件 
p(k+1) (0)7E К 26-9 (0)т8-+ 


Пьа(т)[0<.<1 К! (Е — 1)! (6.27) 
! 9 : 


可 从 (6.11) 两 端 关 于 ие 的 系数 等 式 得 到 . 
总 之 , 我 们 可 以 逐次 地 确定 级 数 (6.8), (6.9) 的 系数 . 


$21. 余 项 估计 


1. 定理 6.1 的 陈述 我们 现在 提出 上 一 节 的 形式 构造 可 以 进行 的 条 件 . 像 在 第 
三 章 和 第 五 章 那样 , 有 两 个 问题 是 起 着 基本 作用 的 , 即 退化 问题 (6.13), (6.14) 以 及 
关于 IHoz(r) 的 问题 (6.19), (6.20). 
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在 方程 组 (6.13) 中 消去 zo(t) 之 后 , 即 得 уз (8) 的 常 微分 方程 组 , 这 时 对 计 () 尚 
未 解 出 : 
Vo(t) = Р(90(0), 7060), 90(0), 6,9). (6.28) 
这 个 方程 组 在 初始 条 件 (6.14) 之 下 或 者 有 一 个 解 , 或 者 有 几 个 解 , 也 可 能 没有 解 . 


Т. 假设 问题 (6.28), (6.14) 在 о<е<Т Еж, ЖН. у0(0) 就 是 其 中 的 一 个 
解 . 


我 们 考虑 矩阵 Р.(, 它 的 元 素 97. 51-112, М 是 在 点 


(90(2), yo(t), Zo(t), t, 0), 20(#) = (8), 


处 进行 计算 的 . НЕЕ 请 ,(t) 的 特征 值 为 A(t),i = 1,2,..., М, 我 们 要 求 这 些 特征 
值 满足 如 下 条 件 : 
П. 
[А(0)| < 1 8 0<Е< Т, 1,2,..., М. (6.29) 


这 个 条 件 在 此 起 了 像 第 三 章 中 条 件 (3.22) 那样 的 作用 , 因此 也 称 它 为 稳定 性 条 件 . 

我 们 现在 考虑 差分 问题 (6.19), (6.20). 对 于 目前 考虑 的 情况 , 方程 组 (6.19) 起 了 
像 第 三 章 中 附加 方程 组 (3.43) 那样 的 作用 . 显然, Hoz = 0 是 差分 方程 组 (6.19) 的 
奇 点 . 由 于 根据 (6.29) 有 | 和 (0)| < 1, i = 1,2,… , М, 因此 这 个 奇 点 是 渐 近 稳定 的 ， 
亦 即 对 0 < 7 < 1 当 || По2(т) | 充分 小 时 , 解 Hoz(r) 对 7 > 1 仍然 停留 在 这 个 奇 点 
附近 ， 此 外 ， 4 т > со 时 还 有 По2(т) 一 0. 这 个 结论 的 正确 性 可 从 下 面 引 理 6.1 的 
证 明 中 直接 推出 . 由 于 在 初始 集 0 < + < 1 上 对 По2(т) 给 定 的 初 值 2(0) — 20 (0) 一 
般 来 说 不 是 很 少 , 因此 也 像 在 第 三 章 和 第 五 章 那 样 , 我 们 要 求 满足 条 件 : 


ШІ. 初 值 2(0) – z0(0) 属于 奇 点 Hoz = 0 的 影响 域 , Ар т 一 оо 时 , 问题 ， 
(6.19), (6.20) 的 解 oz(r) 一 0. 


最 后 , 下 面 的 条 件 给 出 函数 р 和 FF 的 光滑 性 程度 , 这 种 光滑 性 是 渐 近 构造 精度 
为 OU"+1) 的 解 所 需要 的 . 为 此 我 们 首先 考虑 两 个 点 集 : 


Гол = { (у, [yl, z,t, и): у = 9 (0); [У] = 9000); = 20(0) + Пог(т), т 2 0;t = 0; р = 0}, 


Гох = {(y, М, 2, и): у = 900); М = 7000); 2 = (0 = (1); 0 <&<Т;и = 0}, 
而 以 Го 记 这 两 个 点 集 的 并 集 . 


ТУ. 假设 函数 Е(у, [0], 2,1, р) 在 集合 Lo 的 某 个 5- 管 中 , 对 所 有 变量 具有 直到 包 
ж (п+2) 阶 在 内 的 连续 偏 导数 , 而 初始 函数 p(t) 在 初始 集合 0 < t < 1 上 具有 直到 
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包括 (п +2) 阶 在 内 的 连续 导数 (6- 管 的 定义 参看 810 第 工段 )， 


按照 上 一 节 的 做 法 , 我 们 求 出 级 数 (6.8), (6.9) 直到 包括 号 码 п 在 内 的 项 , 并 用 
Xn(t, ш) 记 (6.7) 展开 式 中 的 n 阶 部 分 和 , 亦 即 


Х.н) = У и^(Фь (8) + Пьа(т)). (6.30) 
к=0 


定理 61 当 满 足 条 件 I ~IV 时 , 必 存 在 常数 ро > 0 和 с> 0 使 得 当 0< 有 去 

ио 时 , 问题 (6.5), (6.6) 在 区 间 0 < t < TT 上 存在 唯一 解 z(t, и), у 站， 而 且 满足 不 
等 式 

| (6 м) — Х» и) |< си”, 8 0О<Е<Т. (6.31) 


定理 6.1 的 证 明 将 在 下 面 的 第 4 段 给 出 ; 在 此 之 前 先 在 第 2 段 介绍 线性 差分 方 
程 组 理论 的 某 些 结果 , 而 在 第 3 段 证 明 边 界 函数 的 指数 式 估计 . 
2. 线性 差分 方程 组 的 某 些 结果 我们 考虑 线性 差分 方程 组 的 初 值 问题 
z(t) = A(t)z(t —h)+b(t), В<ЕХТ, 
(6.32) 
2(И|о<ькь = $, 


其 中 z(t),b(t) 和 g(t) 均 为 М НЕ АО 为 M x M И. 
令 $(& з) 为 齐 次 初 值 问题 


Ф(Ь 5) = A(t)B(t – Һ, ѕ), hg st+h<tgT, 


Blt, 3) |<ь<з+ь = Ем, 


的 矩阵 解 (Ем 为 М х М 单位 方 阵 ), 于 是 不 难 直接 验证 , Ч mh < t < (т+1)А, т = 
m—1 


z(t) = $(6 0)p(t — mh) + 》 Blt, (т – i)h)b(t — ih). (6.33) 
1=0 


利用 分 步 法 不 难得 到 对 于 理化 及) М mh << (т 1)Һ, т= 11,142, 时 有 
Ф(2,1А) = АБ A — Һ)А(Е– 21)... АЕ - (т-1- 1)Һ) 
成 立 ; 特别 , 若 А() = 4 = 常数 ， 则 当 mh <t< (т + А, т =1+1,1+2,-.. 时 有 
Ф(Ы№) = А". | (6.34) 
如 果 和 矩阵 4 的 特征 值 ,i = 1,2,… , M 满足 条 件 


А <а<1, 
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则 必 存 在 常数 с > 1 使 得 
| А! |< са’, 1=0,1,2,... . (6.35) 


这 个 结论 在 [51] 中 有 证 明 . 
3. АЛАНИИ 
引 理 6.1 对 于 边界 函数 Iliz(r),i = 0,1,… п, 有 不 等 式 


| Hiz(r) |< сехр(-кт), №т20. (6.36) 


成 立 , 其 中 ec> 0 和 HA>0 为 常数 . 


证 明 在 $20 中 我 们 曾 得 到 Поу(т) = 0, 而 Hoz(r) 是 差分 问题 (6.19), (6.20) 的 
解 . 这 个 差分 间 题 可 以 利用 分 步 法 求解 , 显然 Hoz(r) 在 每 一 步 都 是 取 常 数值 . 由 条 件 
Ш 即 知 当 7 一 оо 时 有 Inoz(r) 一 0, 由 此 推出 , 对 уб > 0, 存在 自然 数 mo = то(6) 
使 得 


|| Hoz(r) [< 6 Чт> то. (6.37) 
我 们 将 (6.19) Е т > mo 时 写成 
По2(т) = АШо2(т)| + С([Ш2(т)|), (6.38) 


这 里 
А=Еы (0) = Ед ($(0), p(0), 20 (0), 0,0), С([П02(т)]) 
= Р(0(0), $(0), 20(0) + [По(т)], 0, 0) — Е(ф(0), Ф(0), z0(0), 0, 0) — А[По=(т)]. 
可 以 验证 , С(и) 具有 如 下 性 质 : 对 УЕ > 0, 36 = 6(e) > 0, 使 得 
IG «Ешь м 5. . (6.39) 


Я Р ЖЖ Пог(т) Ч mo <т < то +1 时 的 值 ; 我 们 证 明 , 车 mo 选 得 充分 大 , 则 当 
т<т<т+1,т = т +1 то +2, :::, Ё По (0) 满足 不 等 式 


| Поз(т) |< с | Ро от", (6.40) 


这 里 cl > 0 和 co (0,1) 均 为 与 т 无 关 的 常数 . 
利用 公式 (6.33) 和 (6.34), 方程 (6.38) У т <т<т+1т = то+1, то+2, .--, 
时 可 用 如 下 等 价 的 方程 
т—то-1 
По2(т) = А" "0р + У; АС(По(т – 4 – 1)). (6.41) 
1 一 0 
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代替 . 由 于 根据 (6.29) 矩阵 再 4(0) 的 特征 值 A;(0) 满足 条 件 | 和 (0)| <а < 1 Ж а 
为 某 一 常数 , 所 以 由 (6.35) 即 知 存在 常数 cs > 1, 9 | А! |< са 1 = 0,1,2,....` 

在 区 间 a < o < 1 中 国定 任 一 数 o, 令 д = а/с 并 选取 є > 0 这 样 小 , 使 得 不 等 
Ё В = єсо[0(1-— 9) <1 成立 . 对 于 选 定 的 є, 必 存 在 5 = 6(e) 使 得 满足 条 件 (6.39); 
对 于 这 样 的 6 = 6(e), 必 存 在 自然 数 mo = mo(6), 使 得 不 等 式 (6.37) 成 立 . 

我 们 现在 取 满 足 不 等 式 с > c2/(1 — В) 或 者 со + Ва < ci 的 任意 常数 作为 cl， 
并 用 归纳 法 证 明 : 对 这 样 选 定 的 о, то 和 ci 不 等 式 (6.40) 成 立 . 我 们 按 步 数 的 号 码 
进行 归纳 . 当 т = mo 十 1 时 从 (6.41) 可 得 


По2(т) 一 АБ + С(Б), 
由 此 即 知 当 mo +1 <т< mo 十 2 时 有 
|| По2(т) || < са || Ро || += || Р |= Р || о(сза/о + Е/в) 


Е С 
«та (+2722) =1 об з во) < | В 


亦 即 当 то +1 < т < mo + 2 时 不 等 式 (6.40) 成 立 ， 我 们 现在 假设 : 对 т = 
то 十 1,mo 十 2,… ,入 一 1, (6.40) 都 成 立 , 而 后 证 明 当 т = № 时 这 个 不 等 式 也 成 立 . 
当 т = № 时 由 (6.41) 可 得 


N—mo~1 
|| Пог(т) || < сау" | № |+ У caaieco "о | Р || 
4=0 
N— mo—1 
ЄС1С2 : 
Е 1097" (озде + 22 У 9) 
1—0 


< |12 [00% (сә + с = а) 
= || Ро | о" (с + боа) < а || № |03", ЧМ <т<М+1. 
这 就 证 明了 不 等 式 (6.40). 从 (6.40) 得 出 当 r > то +1 时 有 
| Поз(т) |< с: | А 1071" = а | Ро | 02" ехр(—кт), (6.42) 


ЗС к = -nc > 0. Чожт< то +1 В, 问题 (6.19), (6.20) 的 解 Hoz(r) 以 某 一 
常数 сз 为 界 , 亦 即 
| Пог(т) |< сз, М0 <т< то +1. (6.43) 


令 с = шаж{е | А | 0`!`"®, сзехр[к(то + 1)]}, 于 是 由 (6.42), (6.43) 即 得 
|| По2(т) |< сехр(-кт), 72 0, 


这 就 对 i = 0 证 明了 不 等 式 (6.36). | о 
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其 次 我 们 应 用 归纳 法 . 假设 不 等 式 (6.36) 对 i = 0,1,. 一 1 都 正确 , 那么 由 
(6.22) 即 得 


ит) 1 Ё Г 2208) las < Г | гехр(-ка) | ds 


一 一 = екр(–кт) < сехр(—кт), т> 1. (6.44) 


在 初始 集 О<т<тЕ, вж Пьу(т) 是 有 界 的 ( 见 (6.25)). 因此 (6.36) 对 Iky(r) 成 
立 . (关于 常数 c。 к, 第 三 章 810 第 3 段 中 的 注 1 和 2 仍然 有 效 ). 
对 于 П,2(т) 有 差分 方程 ( 见 (6.22)) 


Пьг(т) = Fla (т)Пь2(т)] + Сь(т), (6.45) 


其 中 быт) = Е,(т)Пу(т) + Ву (т)[Пьу(т)] + Gx(7). 与 推导 第 三 章 中 不 等 式 (3.58) 
完全 一 样 , 可 以 证 明 : 由 归纳 法 假设 , Сь(т) 满足 估计 


| Gx(7) |< сехр(-кт), Ят20. 
由 此 及 (6.44) 即 得 Gi(7) 的 指数 式 估计 
| Сь(т) |< сехр(-кт), Мт20. (6.46) 
方程 (6.45) 在 初始 条 件 (6.27) 


(6+1) (Оут к = 00у 

Ф т 2 (0)т 

Пь2(т)|о<<1 = = ) >》， (Ri = Pi (т) 
у i=0 у 


之 下 的 解 当 mm <7 < m+1,m = 1,2,… ,时 根据 公式 (6.33) 可 以 写成 
Пь2(т) = Ф(т,0)Ри(т — т) + У Ф(т,т – )Съ(т – 4), (6.47) 
1=0 


其 中 更 (r,s) 是 齐 次 问题 
Ф(т, 5) = На(т)Ф(т — 1,8), 于 (7 5)|<r<s+l = Em 
的 矩阵 解 . 类 似 推导 Пог(т) 的 估计 , 不 难 证 明 Ф(т, з) 满足 不 等 式 
| Ф(т, з) |< сехр(-—к(т — з)), Ч0<з<т. 


利用 这 个 不 等 式 及 对 | Gk(7) | 的 估计 式 (6.46), 由 (6.47) 即 得 当 7 > 0 时 有 
т-—1 
| Пь=(т) | < сехр(-кт) || РИт — т) | + У сехр(-к(т — т + &))сехр(-к(т - 4) 
1—0 
< сехр(—кт) + стехр(—кт) < сехр(-кт). 
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总 之 , 我 们 得 到 了 Ikz(r) 的 不 等 式 (6.36), 从 而 完成 了 引 理 6.1 的 证 明 . 
4. 定理 6.1 的 证 明 我们 令 
u(t, и) = (р) — Zn(t, и), Уи) =у р) – Ynlt, ш), 


其 中 = и), у и) 是 所 要 求 的 问题 (6.5), (6.6) 的 解 , 而 2.6 и), Уи) 由 公式 
(6.30) 确定 . 将 xz= 2, иу=У, Но КЛ (6.5), (6.6) НИЕ и 和 о 的 方程 组 


| и = Р(У, +, [У +2), [Zn +0), и) – 2ь, 
(6.48) 
о=и+ (7, — У»), и<ЕХТ, 
及 初始 条 件 
| цоса = PO — Zalt, и) = О"), 
(6.49) 
ооа = PO — Yalt, н) = О(и"+)). 


于 是 为 了 证 明和 定理 6.1 只 需要 证 明 当 ре (0, шо] 充分 小 时 , 问题 (6.48), (6.49) 在 区 
间 0 < tg TT 上 有 了 唯一 满足 不 等 式 


чб, и) |< си", | об, ш) < си", (6.50) 


的 解 . 
我 们 首先 考虑 表达 式 


Ни (ви) = Е(У,( п), [Y(t, Вы 0), н) — 2.6), 
Н2(ь р) = 2.(,и) ~ Ув) = ШП, (=) . 


完全 与 第 三 章 一 样 ( 见 (3.89)), 24 и 充分 小 时 不 难得 到 对 Н, (ё, ш) 的 估计 


< си"! ЧОЗЕХТ, 0 < р< до. (6.51) 


| Hi(t,p) | 


对 于 Hz(t, и), 由 (6.36) 即 得 估计 
бе [< cur exp (№), осет, 0< psp (6.52) 


(关于 常数 ро, 510 的 第 3 ВИ 4 仍然 有 效 ). 
我 们 将 (6.48) 写成 


| v= Flt, шъ + Ну 他 в) + Е (ё, в) [м] + С(о, [0], ful, t, и), 


0= 0+ Н2( и), 


(6.53) 
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其 中 矩阵 Flt, и), Ру (в, и), Fa (t, и) 的 元 素 是 在 点 (90(2), 9008), 20(#) + [Пог(т)), і, 0) 
处 进行 计算 的 , 而 


Glw, ho), Ы, Б) = ЕУ, + о, +9, [Zn +щ,Ь р) — Zn — F(t, и) 

—Fiy(t, р) – Ва и). 

函数 G 具有 如 下 两 条 性质 : 
1. 当 0< ti 和 TO0<A 和 Ho 时 有 

(0,0,0, #, и) |= На (6 р) |< си". 


2. 对 Ye > 0,3 常数 5 = 5(el) М ш = №ю() 使 得 只 要 | и |< б, 
|| 12) 1< 5,1 ва] lg 6, v2 |< 5,1 [62] |< 6, | [42] |< 6,0 < р < ро, 则 有 


| Glw, [oi], [ша], 6ш) — С(о, [2], [02 р) |< =([ 1 — ог | 


(6.54) 
+ | [wi = о] |+ | (а — ә) ||). 


这 条 性 质 容 易 验证 ,只 要 将 有 限 增 量 公式 用 于 (6.54) 左 端的 差 , 并 注意 到 , 当 
По ПЕ 四 ao 充分 小 时 , | Gs 151 А00, + о, [У + 0), [2 +, и) 一 
Е(ё, н) 11 Съ ll 和 十 Gm | 都 可 以 任意 小 . 
以 Tt s, и) 表示 齐 次 初 值 问题 
人 = Fa(t, в) (Е — в, 3, и), р<8+р<+<Т, 
(Е, 8, и) еви = Ем. 
的 矩阵 解 . 对 于 U(t, ѕ, и), 类 似 于 第 三 章 的 估计 式 (3.96) 可 以 证 明 有 指数 式 估计 
(- k(t — з) 
ш 


(6.55) 


| ОСЬ, з, и) |< сехр 
为 此 我 们 利用 类 似 于 引 理 3.2 的 如 下 引 理 : 
引 理 6.2 设 A(t) ЕЖЕ, 其 特征 值 Xi(b 满足 不 等 式 
| №;(®) |< а? < 0gtgT, i=1,2...,M. (6.57) 
ЖА ре (0, ш| 充分 小 时 , 齐 次 初 值 问题 
И = АКИ -— шз, н), и<а+и< АТ, 


‚ О<8<1<Т, 0 <р< ро. (6.56) 


(6.58) 
И (2, 8, В е<в+и = Ем. 


ОЕА ЛЕУ 


t— 
I Wes i) [< сехр), з о<а<е<т, 


其 中 = 一 ina>0. 
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可 以 完全 类 似 于 引 理 3.2 的 证 明 对 这 条 引 理 进行 证 明 . 

由 于 和 矩阵 Ар) 的 特征 值 在 点 + = 0 的 某 个 邻 域 中 , 一 般 来 说 , 不 满足 不 等 
式 (6.57), 因此 引 理 6.2 不 能 直接 应 用 于 方程 组 (6.55). 但 是 通过 类 似 于 第 三 章 中 在 
得 到 估计 式 (3.96) 时 所 进行 的 讨论 , 可 以 证 明 估计 (6.56) 的 正确 性 . 

利用 和 矩阵 U(t, 5, и) 和 公式 (6.33), 对 ти <t< (м +1), m= 1,2,.…， 

我 们 用 等 价 的 方程 


тр—1 
иё, ш) = 0 (60, и)О(и" т) + У Ut, (т — и, [Ее — би, и) — ір, и) 
1 一 0 
+ Ву (Е— зщ, и) бш ши) + С (о (Е — іц, и), (зи — р, и), ЩЕ іш р, р), бр, и] 
(6.59) 
代替 (6.53) 的 第 一 组 方程 及 其 初始 条 件 (6.49). 而 (6.53) 的 第 二 组 方程 当 上 > р 时 
用 等 价 的 积分 方程 


v(t,p) = + | чеда | Н, (8, п)ӣѕ 


代替 . 由 于 据 6 52) 有 /* Н2(5, 1)ds = Olp"+1), 而 根据 (6.49) 有 v(t, и) = О(и"+)) 
及 ип) = О(и"+!), 当 0<gt gh, 因此 上 面 的 积分 方程 可 写成 


v(t, и) = [ u(s, и)аз + О(и"!), (6.60) 
0 
我 们 将 在 0 < t+ < Т 上 而 不 是 在 jy 和 t 和 了 研究 这 个 积分 方程 . 


将 (6.60) 的 函数 v 代入 (6.59) 即 得 当 mp << (m+ 1p,m = 1,2,… 时 , 对 
u(t, р) 的 方程 


и( и) = 0(6,0, )О(и":) + 5 О (ё, (т — Эр). 
[ке вы цан а шв [| ds 
4G ( ] as | 7 (овое — ба и) 
нош"). 


考虑 到 初始 条 件 (6.49), 可 将 此 方程 写成 


чью = {Klos us ds + Оби) (6.61) 
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这 里 
0, 40 <<<; 


Е, (и), ЧЕ-и<з<Ьь тр <t < (m+ Dp, т=1,2,...; 


1—1 
>. UG, (т — Эы, и) [ЕЕ — ip, и) + Flylt — бр, и) 
K(t, s, и) = +0(#, (т — Ор, м) (Е – 1и, и), Ч в - (1+ Пр << р, 
1=1....,т- 1; тр << (т+Пи, m=1,2,...; 
т—1 
> Ul(t, (т — 4)р, и) [Ви (Е — бр, и) + Ви (Е р, и], 


4 0 < <Е— ти, ти << m+, т=12,...; 
QW і, и) = иі, п) + О(”"), Мох: < ин; 


Обь) = ео”) + У (т др) |С( [аав 


2—0 
м-р 
] (5, 1) 4, u(t — ір — и, ш), — іш, м) +0") , 
0 
М ти << (т+ Пи, т= 1,2,:--. 
因为 根据 (6.56) 当 ти << (т +1), m=1,2,.…;i=0,1,…,m 一 1, 时 有 


| Ut, (т — дри) < секр 9) < сехр(-кй); = (6.62) 


而 当 0 <Е<Т Ве | Е р) |< с, | Вир) |< с 所 以 以 e-* < 1 为 公 比 的 递减 
几何 级 数 就 成 为 K(t, s, и) 表达 式 右 端 求 和 项 的 强 级 数 , 从 而 有 

| К(Ьз, и) |< с, 4 0 <з<Е<Т, 0 <р < до. (6.63) 
利用 估计 式 (6.62), 于 是 据 函 数 G 的 两 条 性 质 不 难 证 明 积分 算 子 О(и, ё, п) 具有 两 条 
类 似 的 性 质 : 


1. 40<+#<Т,0 < р < ро Ё, || @9(0,Ь и) [< ep"; 
2. 对 Ve > 0,3 ЖЖ б = 0(6) 和 ио = pole) 使 得 只 要 || (ёи) |< 6, 10206, н) 
<0, 40<1<Т, 0 <р < po 时 则 有 
| О (ил, ё, и) — @(и2, t, и) |< т | ш (2, и) = и2 ($, и) | . 


根据 (6.63), Ж К(з, ш) 的 预 解 式 R(t, в, и) 也 是 有 界 的 . 利用 R(t, в, и) 我 们 可 
用 等 价 的 方程 


ult, р) 一 Q(u,t, и) + [ R(t, 8, и) @ (и, 8, Wds = 5(и, и) (6.64) 
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代替 (6.61)， 显 然 积分 算 子 5(w,t,p) ШАН (и, ё, п) 那样 的 两 条 性 质 , 亦 即 当 
| о 11, и 充分 小 时 它 是 一 个 压缩 算 子 . 于 是 应 用 逐次 通 近 法 , 不 难 证 明 在 0 和 上 和 了 
上 (6.64) 存在 唯一 解 u(t,4) 且 满 足 估计 


| utp) |< си", 4 О<ЕХТ, 0 < рх ро. (6.65) 


根据 (6.65), 由 (6.60) 直接 得 到 v(t, и) 同样 的 估计 . 定理 6.1 证 毕 . 


注 1. 上 面 所 进行 的 研究 说 明 , 问题 (6.5), (6.6) 解 的 渐 近 展开 以 及 构造 这 个 展开 的 的 算法 
完全 类 似 于 在 第 三 章 研究 的 微分 方程 组 奇 摄 动 初 值 问题 (3.18), (3.19) 解 的 渐 近 展开 及 其 构造 算 
法 . (6.5) 的 第 一 组 方程 类 似 于 在 导数 上 含有 小 参数 的 (3.18) 的 第 一 组 方程 . (6.5) 的 第 二 组 方程 
对 应 于 (3.18) 第 二 组 方程 的 特殊 情形 , 即 当 f(z,y, = z 时 的 情形 . 当 (3.18) 中 的 f(z,y,t) 是 
任 一 函数 时 , 与 方程 组 (3.18) 类 似 的 是 比 (6.5) 更 为 一 般 的 微分 -差分 方程 组 


z= F(y, [0], [2], 6 и), 9 = f(y,{y), (21,66); 
对 此 我 们 可 以 构造 它 的 初 值 问题 
2[о<е<и = p(t), Ylostsp = (0) 


的 解 的 渐 近 展开 . 

2. 我 们 现在 转 到 方程 组 (6.5) 右 端 不 含 y(t 一 р) 的 特殊 情况 , 亦 即 F(y(t), y(t - в), y(t 一 
и), и) = Е(у(0), (ш), ёш). 这 时 解 y(t, и) 具有 通常 的 特性 , 即 对 上 > ,y(t, р) 有 连续 的 
导数 . 至 于 渐 近 性 质 这 时 边界 函数 仅 在 有 限 多 步 不 为 零 , 而 后 恒 等 于 零 . 实际 上 , 确定 Hoz(r) 的 
方程 ( 像 在 一 般 情 况 下 那样 , 对 r >0 Поу(т) = 0) 对 r > 上 为 

По2(т) = Е((0), $(0), 0,0) 一 F(p(0), (0), 0,0), 
р т > 1 时 有 
| По2(т) = 0, 
而 当 0 <т< 1 时 像 在 一 般 情况 那样 
Ioz(7) = $(0) – 20(0) = Ф(0) — Е((0), p(0), 0, 0). 
其 次 ， Пу(т)1о<<а = ф(0)т 一 yo(0)7 — #1 (0), 而 对 于 r > 1 有 - 
IIy(r) = 一 广 IIoz(s)ds = 0. 

因此 对 > 0 有 Hoy(r) = 0, М Hoz(r) 和 Плу(т) 仪 在 0< 7 < 1 上 不 等 于 零 , т> ! ВН 
等 于 零 . | 

练习 证 明 当 > 大 时 有 ITiy(7) = 0, 而 当 7> k+l1 时 有 Ilsz(7) = 0. 
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我 们 已 经 介绍 了 一 系列 的 奇异 摄 动 问题 , 它们 彼此 之 间 都 是 用 同一 种 算法 构造 
渐 近 解 . 下 面 我 们 简要 地 谈 一 下 其 他 的 奇异 摄 动 理论 问题 , 它们 不 服从 本 书 上 面 所 介 
绍 的 渐 近 规律 性 . 

在 一 系列 情况 下 , 虽然 对 于 所 考虑 问题 的 奇异 摄 动 系统 解 的 定性 几何 性 态 具 有 
同样 的 特性 , 但 是 边界 层 已 经 不 能 再 用 其 系数 依赖 于 7 = (t 一 to)/4 且 当 7T 一 oo 时 
指数 式 衰 减 的 и 的 寡 级 数 来 描述 . 在 816 中 就 谈 到 这 样 的 非 线 性 问题 , 即 当 jy 0 
Ну, Е z 具有 无 穷 大 初 值 . 从 定性 关系 上 , 这 时 у 的 性 质 是 类 似 于 在 第 二 、 三 章 所 描 
述 系 统 中 z 的 性 质 , 但 是 从 定量 关系 上 , y 在 初始 点 邻 域 中 的 渐 近 性 态 不 能 用 第 三 章 
的 公式 来 描述 . 在 515 的 第 5 ВОР Л. С. ЖЕН (Л. С. Понтрягин) , 
Е. Ф. 米 先 柯 (Е. Ф. Мищенко) 和 其 他 人 所 研究 的 间断 现象 , 虽然 在 间断 点 邻 域 中 
解 的 性 质 就 定性 关系 而 言 也 类 似 于 815 一 开始 讨论 的 情况 , 但 就 定量 方面 而 言 差异 
却 很 大 . 

还 有 一 类 另 一 种 结构 的 边界 层 例子 , 它 是 求解 在 高 阶 导数 前 有 上 十 4 因子 的 线 
性 方程 初 值 问题 时 产生 的 边界 层 , 当 р = 0 时 , 退化 方程 的 阶 数 虽 然 没 有 降低 , 但 是 
定 解 条 件 丢 失 了 (因为 退化 方程 当 + = 0 时 有 奇 性 ), 因此 也 产生 了 边界 层 . 对 于 这 种 
情况 , С. В. ЖИ (С. В. Ломов) 做 了 一 系列 的 研究 工作 89. 


当 吉 洪 庄 夫 极 限 过 程 定理 中 的 条 件 不 满足 时 , 可 能 会 产生 这 样 情况 , 即 当 и 一 0 
时 , 初 值 问题 的 解 一 般 没 有 极限 , 而 在 退化 解 附近 产生 无 穷 大 频率 的 振荡 .B. М. 
沃 洛 索 夫 (В. М. Волосов) 对 这 种 类 型 的 现象 做 了 一 系列 的 研究 工作 (例如 参看 
27]). 在 A. Б. ЕНЕҢ (А. Б. Васильева) 和 А. А. 普 洛 特 尼 科 夫 (A. А. 
Плотников) 的 工作 中 (例如 参看 [21]) 对 小 时 滞 系 统 也 研究 了 类 似 的 现象 . 
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我 们 只 谈 到 奇异 摄 动 系统 中 存在 的 某 些 现象 , 其 中 之 一 从 表面 上 来 看 就 像 在 本 
书 所 描述 的 那样 , 而 其 他 的 却 截然 不 同 . 还 有 不 同 的 作者 对 奇异 摄 动 理论 中 这 些 截 然 
不 同 的 问题 进行 过 很 多 单独 的 研究 , 在 简 评 [10] 中 列举 了 这 些 工作 的 详细 目录 ; 但 
不 管 怎 样 , 可 以 看 出 这 里 提 到 的 各 种 各 样 现象 和 问题 都 是 与 奇异 摄 动 的 存在 紧密 相 
联 的 . 

自然 就 产生 关于 能 否 用 某 种 统一 的 方法 来 处 理 这 些 奇 异 摄 动 系统 的 问题 , 包 
括 性 质 上 的 不 同情 况 , 亦 即 既 有 极限 过 程 趋向 于 退化 解 , 也 有 不 趋 于 任何 极限 的 振 
动 解 . 

当然 , 由 于 所 有 奇异 摄 动 理 论 问题 的 类 别 过 于 多 种 多 样 ， 大概 不 可 能 谈论 关于 
它们 的 统一 简单 算法 , 但 是 可 以 提出 关于 构造 渐 近 解 的 某 种 一 般 思想 ,使 得 对 于 每 
一 类 特殊 问题 都 可 能 找到 一 种 相应 的 算法 . 

在 这 方面 首先 应 该 注意 到 的 是 克 雷 洛 夫 - 博 戈 柳 博 夫 (Kpprmroga-BEorormro6oBa) 
的 平均 化 方法 [38], 后 来 由 许多 作者 的 工作 所 发 展 ( 见 [6, 28, 42, 45, 59]). 关于 平均 
化 方法 对 含有 奇异 摄 动 问题 的 应 用 , 例如 , 在 [10] 中 有 更 详细 的 介绍 . 

应 当 提 到 的 还 有 前 不 久 由 С. В 洛 莫 夫 提出 的 正则 化 方法 (例如 参看 [41]), 它 
是 基于 在 奇异 摄 动 问题 中 引进 新 的 附加 变量 而 把 它 转化 成 正则 摄 动 问题 的 思想 进行 
研究 的 . 

最 后 我 们 指出 , 目前 对 奇异 摄 动 问题 的 研究 在 两 方面 进行 , 一 方面 , 在 奇异 摄 动 
理论 的 一 致 化 方向 上 , 亦 即 构造 统一 的 工具 ; 另 一 方面 , 在 这 个 理论 的 新 间 题 研究 方 
向 上 , 它们 处 于 数学 应 用 科学 的 前 沿 . 
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